
Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü

Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2021-2022 ó÷.ãîä

5 êëàññ

�åøåíèÿ è îòâåòû

1. �àçðåæüòå �èãóðó, ïîêàçàííóþ íà ðèñóíêå, íà òðè ÷àñòè, îäèíàêîâûå è ïî �îðìå, è

ïî ïëîùàäè. �àçðåçû ïðîâîäÿòñÿ ïî ëèíèÿì ñåòêè.

�åøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè âåðíûé ðàçðåç èëè ïîêàçàòü òðè ïîëó÷åííûå �èãóðû.

2. Ëè�ò ïîäíèìàåòñÿ ñ 1ãî íà 8é ýòàæ çà 56 ñåêóíä. Ñêîëüêî âðåìåíè íóæíî, ÷òîáû

ïîäíÿòüñÿ íà ýòîì ëè�òå íà 10é ýòàæ?

�åøåíèå.Ïðè ïîäúåìå ñ 1ãî íà 8é ýòàæ ëè�ò ïîäíèìàåòñÿ íà 7 ýòàæåé. Âðåìÿ ïîäúåìà

íà îäèí ýòàæ ðàâíî 56 : 7 = 8 ñåêóíä. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïîäíÿòüñÿ íà 9 ýòàæåé, ñ 1ãî

íà 10é, ïîòðåáóåòñÿ 72 ñåêóíäû.

Îòâåò. 72 ñåêóíäû.

3. Âçÿëè òðè äâóçíà÷íûõ ÷èñëà, îäíî èç êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ íà öè�ðó 6, äðóãîå íà

öè�ðó 7, òðåòüå íà öè�ðó 8. Åñëè ñëîæèòü ýòè ÷èñëà ïîïàðíî, òî â îäíîì ñëó÷àå

ïîëó÷èòñÿ 167, â äâóõ äðóãèõ � äâà ðàçëè÷íûõ òðåõçíà÷íûõ ÷èñëà, íà÷èíàþùèõñÿ íà

14. Íàéäèòå ýòè äâóçíà÷íûå ÷èñëà.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷èñëà 6a, 7b, 8c. (×åðòà îçíà÷àåò, ÷òî äâà ñèìâîëà ñîñòàâëÿþò
äâóçíà÷íîå ÷èñëî). Ñóììà äâóõ îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë íå áîëüøå 18. Ñóììà 6a + 7b íå
ìîæåò äàòü 167, òàê êàê ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà òàêèõ ÷èñåë ðàâíà 148.

Àíàëîãè÷íî, ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà 6a+8c ðàâíà 158. Ïîýòîìó 7b+8c = 167.
Òàê êàê 70 + 80 = 150, òî b+ c = 17, è òàê êàê b è c � öè�ðû, òî îäíà èç íèõ ðàâíà 8,
à äðóãàÿ 9, èíà÷å 17 íå ïîëó÷èòü êàê ñóììó îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë. Îñòàåòñÿ âûáðàòü,

êàê ðàññòàâèòü 8 è 9 â ÷èñëàõ, ÷òîáû âûïîëíèòü âñå óñëîâèÿ.

�àññìîòðèì ïàðó 78 è 89. Òîãäà 6a+89 äàåò ÷èñëî, íà÷èíàþùååñÿ íà 14 òîëüêî, åñëè
6a = 60. Ïðîâåðÿåì, 60 + 78 = 138, íàì íå ïîäõîäèò.

�àññìîòðèì ïàðó 79 è 88. Òîãäà 6a+88 äàåò ÷èñëî, íà÷èíàþùååñÿ íà 14, åñëè 6a = 60
èëè 6a = 61. Ïðîâåðÿåì, 60 + 79 = 139, íàì íå ïîäõîäèò. Ïðîâåðÿåì, 61 + 79 = 140,
ýòî òî, ÷òî òðåáîâàëîñü.

Îòâåò. 61, 79, 88.



4. Íà ïëîùàäêå â äâóõ êó÷êàõ ëåæàò êàìåøêè. Â ïåðâîé 72 êàìåøêà, âî âòîðîé � 60

êàìåøêîâ. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó. Îíè ïî î÷åðåäè áåðóò ëþáîå êîëè÷åñòâî êà-

ìåøêîâ èç îäíîé êó÷êè ïî ñâîåìó âûáîðó. Âûèãðûâàåò òîò, êòî çàáèðàåò ïîñëåäíèé

êàìåøåê ñ ïëîùàäêè. Ïðîïóñêàòü õîä íå ðàçðåøàåòñÿ. Ïåðâûì õîäèò Ïåòÿ. Ìîæåò

ëè îí òàê ñïëàíèðîâàòü ñâîè õîäû, ÷òîáû âûèãðàòü?

�åøåíèå.Ïåòÿ ñâîèì ïåðâûì õîäîì äîëæåí âçÿòü èç ïåðâîé êó÷êè 12 êàìåøêîâ. Òîãäà

â îáåèõ êó÷êàõ îñòàíåòñÿ ïî 60 êàìåøêîâ, ïðîâíó. Äàëåå Ïåòå îñòàíåòñÿ ïîâòîðÿòü

õîäû Âàñè. Ïóñòü Âàñÿ âçÿë èç îäíîé êó÷êè n êàìåøêîâ, òîãäà Ïåòÿ äîëæåí âçÿòü

èç äðóãîé êó÷êè n êàìåøêîâ, è êó÷êè ñíîâà ñòàíóò ðàâíûìè. Íà êàæäûé õîä Âàñè

ó Ïåòè áóäåò âîçìîæíîñòü ñäåëàòü ñâîé ñèììåòðè÷íûé õîä. Ïîýòîìó êîãäà-òî Âàñÿ

âîçüìåò ïîñëåäíèé êàìåíü èç îäíîé èç äâóõ êó÷åê, è Ïåòÿ òàêèì æå õîäîì âîçüìåò

âïîñëåäíèé êàìåíü èç äðóãîé êó÷êè.

5. Àðõèïåëàã ñîñòîèò èç òðåõ îñòðîâîâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ Ëåñíîé, Ñêàëèñòûé è Êà-

ìåííûé. Åñëè ïðîïëûòü îò Ëåñíîãî ê Ñêàëèñòîìó, à çàòåì, áåç îñòàíîâêè, îò Ñêàëè-

ñòîãî ê Êàìåííîìó, òî ïîòðåáóåòñÿ íà 6 ÷àñîâ áîëüøå, ÷åì íà ïëàâàíèå îò Ëåñíîãî ê

Êàìåííîìó íàïðÿìóþ. Åñëè ïðîïëûòü îò Ñêàëèñòîãî ê Êàìåííîìó, à çàòåì, áåç îñòà-

íîâêè, îò Êàìåííîãî ê Ëåñíîìó, òî ïîòðåáóåòñÿ íà 10 ÷àñîâ áîëüøå, ÷åì íà ïëàâàíèå

îò Ñêàëèñòîãî ê Ëåñíîìó íàïðÿìóþ. Ñêîëüêî ÷àñîâ çàíèìàåò ïëàâàíèå îò Ñêàëèñòîãî

ê Êàìåííîìó íàïðÿìóþ?

�åøåíèå.Îáîçíà÷èì îñòðîâà Ë, Ñ, Ê. Íàì äàíî, ÷òî ËÑ+ÑÊ=ËÊ+6 è ÑÊ+ÊË=ÑË+10.

(Ïàðîé áóêâ îáîçà÷åíî âðåìÿ, êîòîðîå òðåáóåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèé ïóòü). Åñëè

ñëîæèòü ýòè ïóòè, ò.å. ïðîïëûòü îáà ìâðøðóòà, òî ðàññòîÿíèå îò Ñêàëèñòîãî ê Êà-

ìåííîìó áóäåò ïðîéäåíî äâàæäû: ËÑ+ÑÊ+ÑÊ+ÊË=ËÊ+ÑË+16. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

2ÑÊ=16, ò.å. íà ïóòü îò Ñêàëèñòîãî ê Êàìåííîìó òðåáóåòñÿ 8 ÷àñîâ.

Îòâåò. 8 ÷àñîâ.

6. Ñèäåíüÿ êàðóñåëè îêðàøåíû â öâåòà: 7 ñèäåíèé � â êðàñíûé, 7 � â çåëåíûé, 7 � â

ñèíèé. Ïðèáåæàëà ãðóïïà äåòåé è çàíÿëà êàêèå-òî ìåñòà íà ýòîé êàðóñåëè, âûáèðàÿ

èõ ñëó÷àéíî. Êàêêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî äåòåé äîëæíî áûëî áûòü â ãðóïïå, ÷òî-

áû ñðåäè íèõ îáÿçàòåëüíî íàøëîñü òðè ÷åëîâåêà, êîòîðûì äîñòàíóòñÿ ñèäåíüÿ òðåõ

ðàçíûõ öâåòîâ?

�åøåíèå. Åñëè â ãðóïïå áóäåò 14 äåòåé, òî îíè ìîãóò çàíÿòü 7 ñèäåíèé îäíîãî öâåòà

è 7 ñèäåíèé âòîðîãî öâåòà, ïðè ýòîì ñèäåíüÿ òðåòüåãî öâåòà îñòàíóòñÿ ñâîáîäíûìè.

Ïîýòîìó â ãðóïïå èç 14 äåòåé è ìåíüøå ìîãóò íå íàéòèñü òðè ÷åëîâåêà, çàíèìàþùèå

ñèäåíüÿ âñåõ òðåõ öâåòîâ. Åñëè ê ýòîé ãðóïïå äîáàâèòü õîòÿ áû îäíîãî, 15ãî, ðåáåíêà,

òî ñèäåíèé äâóõ öâåòîâ ýòîé ãðóïïå íå õâàòèò (èõ âñåãî 14), è êòî-òî äîëæåí áóäåò

çàíÿòü ñèäåíüå òðåòüåãî öâåòà. Ïîýòîìó â ãðóïïå èç 15 äåòåé (è áîëüøå) íàéäóòñÿ òðè

÷åëîâåêà, êîòîðûì äîñòàíóòñÿ ñèäåíüÿ òðåõ ðàçíûõ öâåòîâ.

Îòâåò. 15 ÷åëîâåê.



Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü

Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2021-2022 ó÷.ãîä

6 êëàññ

�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Â �èãóðå, ñîñòàâëåííîé èç ñïè÷åê, ïåðåëîæèòå òðè ñïè÷êè òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü

òðè ðàâíûõ êâàäðàòà.

�åøåíèå.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ðåçóëüòàò ïåðåêëàäûâàíèÿ ñïè÷åê.

2. Ñåâåðóñ Ñíåãã íàíàëñÿ íà ðàáîòó â Õîãâàðòñ íà ñðîê 1 ãîä, ñ óãîâîðîì ïîëó÷èòü â

êà÷åñòâå îïëàòû Âîëøåáíûé Êîòåë è 4900 ãàëëåîíîâ. Îäíàêî, îòðàáîòàâ 7 ìåñÿöåâ,

îí ðàçîðâàë êîíòðàêò, ïîëó÷èâ çà âûïîëíåííóþ ðàáîòó Âîëøåáíûé Êîòåë è 1900

ãàëëåîíîâ. Ñêîëüêî ãàëëåîíîâ ñòîèë Âîëøåáíûé Êîòåë?

�åøåíèå. Òàê êàê Ñåâåðóñ Ñíåãã íå îòðàáîòàë 5 ìåñÿöåâ è íå ïîëó÷èë 3000 ãàëëåîíîâ,

òî îïëàòà ðàáîòû çà îäèí ìåñÿö ñîñòàâëÿåò 600 ãàëëåîíîâ. Çà 7 ìåñÿöåâ ïîëíàÿ ñóììà

îïëàòû åãî ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 4200 ãàëëåîíîâ. Îí ïîëó÷èë äåíüãàìè 1900, çíà÷èò,

Âîëøåáíûé Êîòåë ñòîèë 4200− 1900 = 2300 ãàëëåîíîâ.

Îòâåò. 2300 ãàëëåîíîâ.

3. Â ÷èñëå 2345 ïåðåñòàâèëè öè�ðû, è êàæäàÿ öè�ðà îêàçàëàñü íå íà ñâîåì ìåñòå. Ïî-

ëó÷åííîå ÷èñëî ñëîæèëè ñ èñõîäíûì. Â ñóììå ïîëó÷èëîñü ÷åòíîå ÷èñëî, âñå öè�ðû

êîòîðîãî ðàçëè÷íû. Íàéäèòå ïîëó÷åííîå ÷èñëî.

�åøåíèå. Ïîëó÷åííîå ÷èñëî ìîæåò îêàí÷èâàòüñÿ òîüêî íà 3, òàê êàê åãî ïîñëåäíÿÿ

öè�ðà äîëæíà áûòü íå÷åòíîé, ÷òîáû ñóììà ïîëó÷èëàñü ÷åòíîé. Ìû ó÷ëè, ÷òî ïÿòåðêà

äîëæíà ïåðåìåñòèòüñÿ íà äðóãîå ìåñòî. Òîãäà âòîðàÿ öè�ðà ñ êîíöà ìîæåò áûòü èëè

5, èëè 2. Ïðîâåðèì îáà âàðèàíòà.

Ïóñòü íîâîå ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ íà 23. Äâîéêà è òðîéêà óæå ïåðåìåñòèëèñü, ïîýòîìó

èìååì äâà âàðèàíòà: 4523 è 5423. Ïî î÷åðåäè ñêëàäûâàåì ýòè ÷èñëà ñ 2345. Ïîëó÷à-
åì 6868 è 7768. Ýòè ðåçóëüòàòû ñîäåðæàò ïîâòîðÿþùèåñÿ öè�ðû è íå ïîäõîäÿò ïî

óñëîâèþ.



Ïóñòü íîâîå ÷èñëî îêàí÷èâàåòñÿ íà 53. Èìååì òîëüêî îäèí âàðèàíò 4253, òàê êàê

íóæíî ñìåñòèòü öè�ðó 2 ñ åå ìåñòà. Ñóììà 2345 è 4253 ðàâíà 6598, ÷òî íàì ïîäõîäèò.

Îòâåò. 6598.

4. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó. Îíè ïî î÷åðåäè ïèøóò öè�ðû 13-òè çíà÷íîãî ÷èñëà, ïðè-

ïèñûâàÿ ïî îäíîé öè�ðå ñëåâà èëè ñïðàâà ê óæå íàïèñàííûì. Ïåðâûì Ïåòÿ ïèøåò

ñâîþ öè�ðó, çàòåì îäíó öè�ðó ïèøåò Âàñÿ, è ò.ä. Íîëü ñëåâà ïðèïèñûâàòü íå ðàçðå-

øàåòñÿ. Åñëè ïîëó÷åííîå 13-òè çíà÷íîå ÷èñëî íå äåëèòñÿ íà 9, òî âûèãðûâàåò Âàñÿ.

Åñëè ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 9, òî âûèãðûâàåò Ïåòÿ. Êòî èç íèõ âûèãðàåò ïðè

ïðàâèëüíîé èãðå, è êàê îí äîëæåí èãðàòü? (Ïðàâèëüíàÿ èãðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî

èãðîê ïðèäóìûâàåò ïëàí, âûïîëíåíèå êîòîðîãî ãàðàíòèðóåò åìó ïîáåäó íåçàâèñèìî

îò õîäîâ ñîïåðíèêà.)

�åøåíèå. Âûèãðàåò òîò, êîìó äîñòàåòñÿ íàïèñàòü ïîñëåäíþþ öè�ðó, ò.å. Ïåòÿ. Ïåðåä

ïîñëåäíèì õîäîì îí äîëæåí ñîñ÷èòàòü ñóììó íàïèñàííûõ äâåíàäöàòè öè�ð è íàïè-

ñàòü òðèíàäöàòóþ öè�ðó, ñäåëàâ òàê, ÷òîáû ñóììà òðèíàäöàòè öè�ð äåëèëàñü áû íà

9. Ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü. Ïåòå íóæíî íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ñóììû äâåíà-

äöàòè öè�ð íà 9. Ýòîò îñòàòîê ìåíüøå 9, è åãî íóæíî äîïîëíèòü äî 9 íåîáõîäèìîé

ïîñëåäíåé öè�ðîé.

Îòâåò. Âûèãðàåò Ïåòÿ, ïîñëåäíèì õîäîì îí äîëæåí äîïîëíèòü ñóììó öè�ð äî ÷èñëà,

êîòîðîå äåëèòñÿ íà 9.

5. Â ñàäó åñòü ñâîáîäíàÿ ïëîùàäü 68 êâ. ìåòðîâ. Ìîæíî ïîñàäèòü êóñòû ñìîðîäèíû,

êðûæîâíèêà, ìàëèíû. Îäíîìó êóñòó ñìîðîäèíû íóæíî 8 êâ ì, îäíîìó êóñòó êðû-

æîâíèêà íóæíî 4 êâ ì, îäíîìó êóñòó ìàëèíû � 5 êâ ì. Ïðîäàæà ÿãîä ïðèíîñèò 10

òóãðèêîâ ñ îäíîãî êóñòà ñìîðîäèíû, 3 òóãðèêà ñ îäíîãî êóñòà êðûæîâíèêà, 8 òóãðè-

êîâ ñ îäíîãî êóñòà ìàëèíû. Ñêîëüêî è êàêèõ êóñòîâ íóæíî ïîñàäèòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü

íàèáîëüøèé äîõîä?

�åøåíèå. Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî òóãðèêîâ ïðèíîñèò êâàäðàòíûé ìåòð, çàíÿòûé ïîä êó-

ñòû êàæäîãî âèäà. Ñìîðîäèíà ïðèíîñèò
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ñàäèòü êàê ìîæíî áîëüøå ìàëèíû. Ïîýòîìó íóæíî ñðàâíèòü äâà âàðèíàòà � 65 êâ.

ìåòðîâ îòâåñòè ïîä ìàëèíó è 3 êâ ìåòðà îñòàâèòü ñâîáîäíûìè, èëè 60 êâ. ìåòðîâ

îòâåñòè ïîä ìàëèíó è 8 êâ ìåòðîâ îòâåñòè ïîä ñìîðîäèíó. Ïåðâûé âàðèàíò äàåò 104

òóãðèêà, âòîðîé âàðèàíò äàåò 106 òóãðèêîâ. Äðóãèå âàðèàíòû ìåíåå âûãîäíû, òàê

êàê â ðàçîáðàííûõ äâóõ âàðèàíòàõ ïëîùàäü ðàçìåðîì 60 êâ ìåòðîâ çàíÿòà íàèáîëåå

âûãîäíûìè êóñòàìè, è èçìåíÿòü èñïîëüçîâàíèå ýòîé ïëîùàäè íåò íåîáõîäèìîñòè.

Òîò �àêò, ÷òî ìàëèíà íàèáîëåå âûãîäíà äëÿ âûñàæèâàíèÿ, ìîæíî óñòàíîâèòü, íå

èñïîëüçóÿ äðîáè. Äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü äîõîä îò êàæäîãî âèäà ÿãîä ñ ïëîùàäè 40 êâ.

ìåòðîâ.

Îòâåò. Íóæíî ïîñàäèòü 12 êóñòîâ ìàëèíû è 1 êóñò ñìîðîäèíû.

6. Â êëåòêàõ êâàäðàòà 4 × 4 ñòîÿò �ûöàðè è Ëæåöû. Êàæäûé èç íèõ ñêàçàë �ðàçó

�â ñîñåäíèõ êëåòêàõ ñòîÿò îäíè Ëæåöû�. Êàêîå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå êîëè÷å-

ñòâî �ûöàðåé ìîãëî ñòîÿòü â êëåòêàõ êâàäðàòà? �ûöàðü âñåãäà ïðîèçíîñèò âåðíîå

óòâåðæäåíèå, Ëæåö âñåãäà ïðîèçíîñèò íåâåðíîå óòâåðæäåíèå. Ñîñåäíèìè ñ÷èòàþòñÿ

êëåòêè, èìåþùèå îáùèå òî÷êè ïî ñòîðîíå èëè ïî óãëó, ò.å. ïî âåðòèêàëè, ãîðèçîíòàëè,

äèàãîíàëè.



�åøåíèå. Èñõîäÿ èç ñêàçàííûõ �ðàç, êàæäûé �ûöàðü äîëæåí áûòü îêðóæåí Ëæå-

öàìè. Â ñîñåäíèõ êëåòêàõ ñ Ëæåöîì äîëæíû ñòîÿòü íå òîëüêî Ëæåöû, ò.å. êàæäûé

Ëæåö äîëæåí èìåòü ñîñåäîì õîòÿ áû îäíîãî �ûöàðÿ.

Íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî �ûöàðåé ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîñòàâèâ �ûöàðåé â óãëîâûå êëåò-

êè. Òîãäà �ûöàðåé áóäåò 4, è êàæäûé Ëæåö èìååò ñîñåäîì îäíîãî �ûöàðÿ. Ìåíüøå,

÷åì 4, ïîñòàâèòü �ûöàðåé íå ïîëó÷èòñÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì óãëîâîé

êâàäðàò 2×2, òàêèõ êâàäðàòîâ 4. Åñëè â óãëîâîé êâàäðàò íå ïîñòàâèòü íè îäíîãî �û-
öàðÿ, òî ïðè ëþáîé ðàññòàíîâêå �ûöàðåé â ñîñåäíèõ êâàäðàòàõ 2 × 2, óãëîâîé Ëæåö

áóäåò èìåòü ñîñåäÿìè òîëüêî Ëæåöîâ, ÷òî äåëàåò åãî âûñêàçûâàíèå âåðíûì. Ïîýòîìó

ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî �ûöàðåé � 4, ïî îäíîìó â êàæäîì óãëîâîì êâàäðàòå.

Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî �ûöàðåé òîæå 4. Êâàäðàò 4 × 4 ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå

êâàäðàòà 2×2. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â áîëüøîì êâàäðàòå ðàçìåùåíî ïÿòü �ûöàðåé,

òî â êàêîé-òî èç êâàäðàòîâ 2× 2 ïîïàäàþò íå ìåíüøå äâóõ �ûöàðåé. Â òàêîì ñëó÷àå

îíè ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè äðóã äðóãà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïðèìåð ñ ðàññòàíîâêîé ÷åòûðåõ �ûöàðåé ïðèâåäåí.



Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü

Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2021-2022 ó÷.ãîä

7 êëàññ

�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Íàðèñóéòå âîñåìü îòðåçêîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé îòðåçîê ïåðåñåêàë ðîâíî òðè îòðåçêà,

è íèêàêèå òðè îòðåçêà íå ïåðåñåêàëèñü áû â îäíîé òî÷êå. Ïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò âî

âíóòðåííèõ òî÷êàõ, ñîåäèíåíÿòü îòðåçêè â âåðøèíàõ íå ðàçðåøàåòñÿ.

�åøåíèå. Ñóùåñòâóåò íå ìåíüøå äâóõ ñïîñîáîâ íàðèñîâàòü îòðåçêè.

Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ðèñóíîê.

2. Íà Íîâîãîäíåì ïðàçäíèêå øêîëüíèêè îðãàíèçîâàëè èãðó-îáìåí: åñëè èì äàâàëè ïÿòü

ìàíäàðèíîâ, òî îíè ìåíÿëè èõ íà òðè õëîïóøêè è êîí�åòó, à åñëè èì äàâàëè äâå õëî-

ïóøêè, òî îíè ìåíÿëè èõ òðè ìàíäàðèíà è êîí�åòó. Äåä Ìîðîç íåñêîëüêî ðàç ñûãðàë

ñ íèìè â ýòó èãðó è ïîëó÷èë âñåãî 50 êîí�åò. Èçíà÷àëüíî ó íåãî áûë ñ ñîáîé òîëüêî

ìåøîê ñ ìàíäàðèíàìè, ïîñëå âñåõ îáìåíîâ ó íåãî íå îñòàëîñü íè îäíîé õëîïóøêè.

Ñêîëüêî ìàíäàðèíîâ îòäàë Äåä Ìîðîç äåòÿì?

�åøåíèå. Äåä Ìîðîç ïðîâåë 50 îáìåíîâ, òàê êàê åìó äàëè 50 êîí�åò. Â êîíöå èãðû ó

íåãî íå îñòàëîñü õëîïóøåê, çíà÷èò, âñå õëîïóøêè ïîìåíÿë îáðàòíî. Íà êàæäûå äâà

îáìåíà ìàíäàðèíîâ íà õëîïóøêè (äåñÿòü îòäàë - øåñòü ïîëó÷èë) îí ïðîâîäèë òðè

îáìåíà õëîïóøåê íà ìàíäàðèíû (øåñòü îòäàë - äåâÿòü ïîëó÷èë). Ïîýòîìó êàæäûå

ïÿòü îáìåíîâ Äåä Ìîðîç îòäàâàë áåçâîçâðàòíî îäèí ìàíäàðèí. Âñå îáìåíû ìîæíî

ðàçäåëèòü íà äåñÿòü òàêèõ ãðóïï. Ïîýòîìó âñåãî Äåä Ìîðîç îòäàë 10 ìàíäàðèíîâ.

Îòâåò. Äåä Ìîðîç îòäàë 10 ìàíäàðèíîâ.

3. Ïðî íàòóðàëüíîå ÷åòíîå ÷èñëî n èçâåñòíî, ÷òî åñëè îíî äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p,

òî ÷èñëî n− 1 äåëèòñÿ íà ÷èñëî p− 1. Äîêàæèòå, ÷òî n ìîæåò áûòü òîëüêî ñòåïåíüþ

äâîéêè.

�åøåíèå. Ïóñòü ÷èñëî n äåëèòñÿ íà íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî p. Òîãäà ÷èñëî p−1 ÷åòíî,
è ýòî çíà÷èò, ÷òî íå÷åòíîå ÷èñëî n− 1 äåëèòñÿ íà ÷åòíîå ÷èñëî p− 1. Ïîëó÷èëè ïðî-
òèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ÷èñëî n íå èìååò íè îäíîãî íå÷åòíîãî äåëèòåëÿ, â åãî ðàçëîæåíèè

íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè âõîäèò òîëüêî ÷èñëî 2, ò.å. n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

4. Òóðèñò ïðîøåë ïî âñåì äîðîæêàì ïàðêà, ïðîéäÿ ïî êàæäîé ðîâíî äâà ðàçà. Ñàäîâíèê

ãîâîðèò, ÷òî äîðîæêè ïàðêà íåëüçÿ îáîéòè, ïðîéäÿ ïî êàæäîé ðîâíî îäèí ðàç. Ìîæåò

ëè ñóùåñòâîâàòü òàêîé ïàðê?



�åøåíèå. Òàêîé ïàðê ñóùåñòâóåò. Ïðèâåäåì ïðèìåð. Íà ðèñóíêå ïîêàçàí ïàðê, äî-

îðîæêè êîòîðîãî ñîñòàâëÿþò çâåçäó. Ýòî ïàðê ìîæíî îáîéòè, ïðîéäÿ ïî äîðîæêàì

òóäà-îáðàòíî, íà÷èíàÿ ñ öåíòðàëüíîé òî÷êè A (A−B −A− C −A−D −A). Ìîæíî

òàêæå íà÷àòü îáõîä èç ëþáîé êîíöåâîé òî÷êè. Ýòîò ïàðê íåëüçÿ îáîéòè, ïðîéäÿ ïî

äîðîæêå ðîâíî îäèí ðàç. Äîêàæåì ýòî. Åñëè íà÷àòü îáõîä èç öåíòðà A, òî, ïðèäÿ â

ëþáóþ âåðøèíó, îáðàòíî âûéòè íå ïîëó÷èòñÿ. Åñëè íà÷àòü îáõîä èç êîíöåâîé òî÷êè,

íàïðèìåð, èç B, òî ìîæíî äîéòè ÷åðåç öåíòð äî äðóãîé êîíöåâîé òî÷êè (B −A−C),
íî ïîïàñòü â òðåòüþ òî÷êó D áåç âîçâðàùåíèÿ â öåíòð íå ïîëó÷èòñÿ.

Îòâåò. Òàêîé ïàðê ñóùåñòâóåò.

5. Â êó÷êå 111 êàìåøêîâ. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó: îíè ïî î÷åðåäè áåðóò èç êó÷êè

ñêîëüêî-íèáóäü êàìåøêîâ, íî íå áîëüøå 9. Ïðîïóñêàòü õîä íå ðàçðåøàåòñÿ. Âûèãðû-

âàåò òîò, êòî âîçüìåò ïîñëåäíèé êàìåøåê. Ïåðâûì õîäèò Ïåòÿ. Êòî èç íèõ âûèãðàåò

ïðè ïðàâèëüíîé èãðå, è êàê îí äîëæåí èãðàòü?

�åøåíèå. Âûèãðàåò Ïåòÿ. Åìó íóæíî âçÿòü îäèí êàìåøåê, îñòàâèâ Âàñå 110. Äàëåå

â îòâåò íà ëþáîé õîä Âàñè îí äîëæåí âçÿòü ñòîëüêî êàìåøêîâ, ÷òîáû â êó÷êå ïåðåä

ñëåäóþùèì õîäîì Âàñè îñòàâàëîñü ÷èñëî êàìåøêîâ, êðàòíîå 10. Ýòî âñåãäà ìîæíî

ñäåëàòü, òàê êàê Âàñÿ áåðåò îò 1 äî 9 êàìåøêîâ, è ïîýòîìó íå ìîæåò óìåíüøèòü

÷èñëî êàìåøêîâ íà 10, è íå ìîæåò îñòàâèòü ÷èñëî êàìåøêîâ áåç èçìåíåíèé. Ïîñëåäíèì

õîäîì Âàñÿ áåðåò êàêîå-òî êîëè÷åñòâî êàìåøêîâ èç îñòàâøèõñÿ 10. Ïåòÿ çàáèðàåò âñå

îñòàâøèåñÿ ïîñëå õîäà Âàñè êàìåøêè, òàê êàê èõ ÷èñëî íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå îò 1

äî 9.

Îòâåò. Âûèãðàåò Ïåòÿ.

6. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ ÷åòûðå ïîäðÿä èäóùèå öè�ðû

îáðàçóþò ÷èñëî 2021?

�åøåíèå. �àññìîòðèì òðè âèäà øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë: ab2021, a2021b, 2021ab (÷åðòà

îçíà÷àåò äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà, ãäå a, b � öè�ðû).

Â ïåðâîì ñëó÷àå, ab2021, a ìîæåò áûòü ëþáîé öè�ðîé îò 1 äî 9, b ìîæåò áûòü ëþáîé
öè�ðîé îò 0 äî 9, ýòè öè�ðû âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìî. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì âñåãî 9·10 =
90 âàðèàíòîâ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, a2021b, ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ, a ìîæåò áûòü ëþáîé öè�ðîé îò
1 äî 9, b ìîæåò áûòü ëþáîé öè�ðîé îò 0 äî 9, ýòè öè�ðû âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìî.

Ïîýòîìó ñíîâà ïîëó÷àåì 9 · 10 = 90 âàðèàíòîâ. Ïðîâåðÿåì, ÷òî íè îäèí âàðèàíò

÷èñëà èç ïåðâîé ãðóïïû íå ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì èç âòîðîé ãðóïïû. Îíè, â ÷àñòíîñòè,

îòëè÷àþòñÿ öè�ðîé â ðàçðÿäå ñîòåí.

Â òðåòüåì ñëó÷àå, 2021ab, öè�ðû a è b âûáèðàþòñÿ íåçàâèñèìî è ïðîèçâîëüíî îò 0 äî
9. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì 100 âàðèàíòîâ. Íè îäèí âàðèàíò ÷èñëà èç òðåòüåé ãðóïïû íå

ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèìè âàðèàíòàìè, îíè ðàçëè÷àþòñÿ öè�ðîé â ðàçðÿäå ñîòåí.

Îáùå ÷èñëî âàðèàíòîâ 90 + 90 + 100 = 280.

Îòâåò. 280 ÷èñåë.



Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü

Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2021-2022 ó÷.ãîä

8 êëàññ

�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Ñóùåñòâóþò ëè ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, b, c, d òàêèõ, ÷òî ÷èñëà

a2 + 2cd+ b2 è c2 + 2ab+ d2 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

�åøåíèå. Ìû õîòèì ïîëó÷èòü äâà êâàäðàòà ñóììû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ

�îðìóëîé ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ, äîñòàòî÷íî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ab = cd. Ìîæíî

ïîäîáðàòü ëþáóþ ÷åòâåðêó ÷èñåë, íàïðèìåð, ab = 2 · 12 = 24 = 3 · 8 = cd.

�àâåíñòâî 22+2 ·3 ·8+122 = 32+2 ·2 ·12+82, îíî æå 22+2 ·2 ·12+122 = 32+2 ·3 ·8+82,
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

Îòâåò. Äà, òàêèå ÷èñëà ñóùåñòâóþò, ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð.

2. Èìååòñÿ äåñÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, äëÿ çàïèñè êîòîðîãî èñïîëüçîâàíû âñå äåñÿòü öè�ð,

ïðè ýòîì íîëü íå ñòîèò íà ïåðâîì ìåñòå. Öè�ðû ýòîãî ÷èñëà ïåðåïèñàëè â îáðàò-

íîì ïîðÿäêå è ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèïèñàëè ñïðàâà ê ïåðâîíà÷àëüíîìó

÷èñëó. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ äâàäöàòèçíà÷íîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 99.

�åøåíèå. Ñóììà âñåõ öè�ð ïåðâîãî äåñÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà 45, ñóììà âñåõ öè�ð

ïîëó÷åííîãî ÷èñëà ðàâíà 90. Çíà÷èò, îíî äåëèòñÿ íà 9. Êàæäàÿ öè�ðà ïåðâîãî äåñÿòè-

çíà÷íîãî ÷èñëà ïðè ïåðåïèñûâàíèè ÷èñëà â îáðàòíîì ïîðÿäêå èçìåíèò íîìåð ñâîåãî

ðàñïîëîæåíèÿ íà íîâûé íîìåð äðóãîé ÷åòíîñòè � ïåðâàÿ ñòàíåò äâàäöàòîé, âòîðàÿ

� äåâÿòíàäöàòîé, òðåòüÿ - âîñåìíàäöàòîé è ò.ä. Ïîýòîìó ñóììà öè�ð, ñòîÿùèõ íà

÷åòíûõ ìåñòàõ ïîëó÷åííîãî äâàäöàòèçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà ñóììå öè�ð, ñòîÿùèõ íà

íå÷åòíûõ ìåñòàõ. Çíà÷èò, ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11, ò.å. äåëèòñÿ íà 99.

3. Äàíà îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì R. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè äâå

òî÷êè A è B òàê, ÷òî ∠AOB = 20◦. Äîêàæèòå, ÷òî AB >
1

3
R.

�åøåíèå.

Ïîñòðîèì åùå äâà óãëà, ðàâíûõ 20◦ � ∠BOC è ∠COD. Ïîëó÷èëè ∠AOD = 60◦, òðå-
óãîëüíèê AOD � ðàâíîñòîðîííèé, AD = R. Òàêæå AB = BC = CD. AD � êðàò÷àéøåå

ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è D, ïîýòîìó R = AD < 3AB (Ëîìàíàÿ äëèííåå, ÷åì

îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé åå êîíöû.)



4. Îäíàæäû êîìàíäà �ûöàðåé è êîìàíäà Ëæåöîâ âñòðåòèëèñü â ïàðêå è ðåøèëè ïîêà-

òàòüñÿ íà êðóãîâîé êàðóñåëè, âìåùàþùåé 40 ÷åëîâåê (Êàðóñåëü �Öåïî÷êà�, íà êîòîðîé

âñå ñèäÿò äðóã çà äðóãîì). Êîãäà îíè ðàññåëèñü, êàæäûé óâèäåë äâîèõ, îäíîãî âïå-

ðåäè ñåáÿ, äðóãîãî çà ñîáîé, è ñêàçàë: "Õîòÿ áû îäèí èç ñèäÿùèõ âïåðåäè ìåíÿ èëè

ñçàäè ìåíÿ ïðèíàäëåæèò ê ìîåé êîìàíäå". Îäíî ìåñòî îêàçàëîñü ñâîáîäíûì, è îíè

ïîçâàëè åùå îäíîãî Ëæåöà. Ýòîò Ëæåö ñêàçàë: "Âìåñòå ñî ìíîé ìû ìîæåì ðàñïî-

ëîæèòüñÿ íà êàðóñåëè òàê, ÷òîáû ýòî ïðàâèëî ñíîâà áûëî âûïîëíåíî". Èç ñêîëüêè

÷åëîâåê ñîñòîÿëà êîìàíäà �ûöàðåé? (�ûöàðü âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó, Ëæåö âñåãäà

ãîâîðèò íåïðàâäó. )

�åøåíèå. �àññìîòðèì ïåðâîíà÷àëüíóþ ðàññàäêó. Èç âûñêàçûâàíèÿ êàæäîãî Ëæåöà

ñëåäóåò, ÷òî íè îäèí èç ñèäÿùèõ âïåðåäè è ñçàäè íåãî íå ÿâëÿåòñÿ Ëæåöîì, ò.å. êàæ-

äûé Ëæåö îêðóæåí äâóìÿ �ûöàðÿìè. ×åðåäîâàòüñÿ Ëæåöû è �ûöàðè íå ìîãóò, òàê

êàê âïåðåäè èëè ñçàäè êàæäîãî �ûöàðÿ äîëæåí áûòü õîòÿ áû îäèí �ûöàðü. Ïîýòî-

ìó Ëæåöû è �ûöàðè â ðàññàäêå îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ...��Ë��Ë�... Ìåæäó

äâóìÿ ðûöàðÿìè, ñîñåäè êîòîðûõ - Ëæåöû, â ïåðâîíà÷àëüíîé ðàññàäêå ìîæíî äîáà-

âèòü ëþáîå êîëè÷åñòâî �ûöàðåé, íàïðèìåð ...��Ë�����Ë�... Ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî �ûöàðåé áóäåò òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè âûïîëíåíà ðàññàäêà ïî òðîéêàì

...��Ë��Ë�... Ïåðâîíà÷àëüíî çàíÿòî 39 ìåñò, ýòî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3, ïîýòîìó ìàêñè-

ìàëüíîå ÷èñëî Ëæåöîâ � 13, ìèíèìàëüíîå ÷èñëî �ûöàðåé � 26. Îáðàòèì âíèìàíèå íà

òî, ÷òî åñëè çàìåíèòü îäíîãî Ëæåöà íà �ûöàðÿ, òî ïîëó÷èì 12 Ëæåöîâ, äëÿ îáðàçî-

âàíèÿ òðîåê íåîáõîäèìî 24 �ûöàðÿ, è åùå 3 �ûöàðÿ ìîæíî ðàñïîëîæèòü ïðîèçâîëüíî

ìåæäó äðóãèìè �ûöàðÿìè.

Â óñëîâèè çàäà÷è ãîâîðèòñÿ, ÷òî ðàññàäêà ïðè ïîÿâëåíèè åùå îäíîãî Ëæåöà ïðîâî-

äèòñÿ çàíîâî. Ïîñìîòðèì, êàê ìîæíî ðàññàäèòü 40 ÷åëîâåê âìåñòå ñ äîïîëíèòåëüíûì

Ëæåöîì. Èç åãî âûñêàçûâàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàññàäèòü èõ òàê, ÷òîáû õîòÿ áû îäèí

èç ñèäÿùèõ âïåðåäè èëè ñçàäè êàæäîãî ïðèíàäëåæàë ê åãî æå êîìàíäå, íåâîçìîæ-

íî. Åñëè áû ó íàñ áûëà ëèøíÿÿ òðîéêà �ûöàðåé, êîòîðóþ ìû ïðè ïåðâîé ðàññàäêå

ðàçìåñòèëè ñâîáîäíî, òî òîãäà äîïîëíèòåëüíûé Ëæåö âìåñòå ñ äâóìÿ èç íèõ ìîã áû

îáðàçîâàòü òðîéêó ..��Ë.. Ïîýòîìó ïðè ïåðâîíà÷àëüíîé ðàññàäêå áîëüøå, ÷åì 26 �û-

öàðåé áûòü íå ìîãëî.

Îòâåò. Êîìàíäà �ûöàðåé ñîñòÿëà èç 26 ÷åëîâåê.

5. Èìååòñÿ 12 ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî îòíîøåíèå ëþáûõ

äâóõ ÷èñåë èç ýòîãî íàáîðà íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà 2. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü

íà øåñòü ïàð òàê, ÷òî åñëè âû÷èñëèòü ñóììû ÷èñåë â êàæäîé ïàðå, òî îòíîøåíèå

ëþáûõ äâóõ èç ïîëó÷åííûõ øåñòè ñóìì íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü

3

2
.

�åøåíèå. �àñïîëîæèì ÷èñëà â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ

x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ x6 ≤ x7 ≤ . . . ≤ x11 ≤ x12. Îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâà äîêàçàòåëüñòâ

÷èñëà x1 = a, x6 = b, x7 = c, x12 = d.

Ïî óñëîâèþ,

d

b
≤ 2, ò.å. d ≤ 2b. Àíàëîãè÷íî

b

a
≤ 2, ò.å. b ≤ 2a.

Ïîñòðîèì ïàðû (a, d) è (b, c). Ïîëó÷èì ñóììû a+d è b+c. Äîêàæåì äëÿ íèõ òðåáóåìîå

ñîîòíîøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî

a + d

b+ c
≤

3

2
.

{

a ≤ b

d ≤ 2b
⇒ a + d ≤ b+ 2b ⇔ a+ d ≤ 3b

3b =
3

2
b+

3

2
b ≤

3

2
b+

3

2
c



a + d ≤ 3b ≤
3

2
(b+ c)

Ýòî ðàâåíñòâî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äàëåå ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî

b+ c

a+ d
≤

3

2
.

{

b ≤ 2a

c ≤ d
⇒ b+ c ≤ 2a+ d

2a+ d =
3

2
a+

1

2
a+ d ≤

3

2
a +

1

2
d+ d =

3

2
a+

3

2
d

b+ c ≤ 2a+ d ≤
3

2
(a+ d)

�àçäåëèì âñå 12 ÷èñåë íà ïàðû: â êàæäóþ ïàðó îáúåäèíèì äâà ÷èñëà, íàõîäÿùèõ-

ñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò ñåðåäèíû. Ê ýòèì ïàðàì ìîæíî ïðèìåíèòü îöåíêó

îòíîøåíèé ñóìì, ïðîäåëàííóþ âûøå.

Ïîëó÷àåì ñóììû (x1 + x12), (x2 + x11), (x3 + x10), (x4 + x9), (x5 + x8), (x6 + x7), óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèþ.



Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü

Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2021-2022 ó÷.ãîä

9 êëàññ

�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Îëüãà ïðîåõàëà èç ãîðîäà íà äà÷ó íà òàêñè ñ ïåðåñàäêîé â ïîñåëêå. Èç ãîðîäà äî

ïîñåëêà îíà åõàëà íà �Òàêñè-A�, è çàïëàòèëà çà ïîåçäêó èç ðàñ÷åòà 6 ðóá çà êì. Èç

ïîñåëêà äî äà÷è îíà åõàëà íà �Òàêñè-Á� è çàïëàòèëà çà ïîåçäêó èç ðàñ÷åòà 4 ðóá çà

êì. Íà ñëåäóþùèé äåíü Îëüãà åõàëà îáðàòíî, è îáå �èðìû òàêñè ïîìåíÿëè òàðè�

� �Òàêñè-A� çà ïîåçäêó îò ïîñåëêà äî ãîðîäà âçÿëî ïî 3 ðóá çà êì, �Òàêñè-Á� âçÿëî

çà ïîåçäêó îò äà÷è äî ïîñåëêà ïî 10 ðóá çà êì. Îëüãà íàñ÷èòàëà, ÷òî íà âòîðîé äåíü

îíà çàïëàòèëà ðîâíî íà 100 ðóá ìåíüøå. Ìîãëî ëè òàê áûòü? Îïëàòà ïîåçäîê â òàêñè

ïðîèçâîäèëàñü çà öåëîå ÷èñëî êèëîìåòðîâ, âðåìÿ íà ïîñàäêó è âûñàäêó Îëüãà íå

îïëà÷èâàëà.

�åøåíèå. Íåò, íå ìîãëî. �àçíîñòü ñòîèìîñòåé ïîåçäêè â ðàçíûå äíè íà �Òàêñè-A� 3

ðóá çà êì, íà �Òàêñè-Á� � 6 ðóá çà êì. Îáå ðàçíèöû äåëÿòñÿ íà 3, ïîýòîìó, íåçàâèñèìî

îò äëèíû ìàðøðóòà, èçìåíåíèå ñòîèìîñòè äîëæíî áûòü ÷èñëîì, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 3.

Ïîýòîìó çàïëàòèòü íà 100 ðóá ìåíüøå íå ïîëó÷èòñÿ.

Îòâåò. Òàê áûòü íå ìîãëî, çàïëàòèòü ðîâíî íà 100 ðóá ìåíüøå íåâîçìîæíî.

2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ a, b

a2 + 4b2 + 4b− 4a + 5 ≥ 0

Ïðè êàêèõ a, b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî?

�åøåíèå.

a2 + 4b2 + 4b− 4a+ 5 ≥ 0 ⇔

a2 − 4a+ 4 + 4b2 + 4b+ 1 ≥ 0 ⇔

(a− 2)2 + (2b+ 1)2 ≥ 0

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ êàê ñóììà äâóõ âåðíûõ íåðàâåíñòâ (a − 2)2 ≥ 0,
(2b+ 1)2 ≥ 0.

�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè a = 2, b = −
1

2
, ýòî ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ

êâàäðàòîâ â ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâàõ.

3. Íà îêðóæíîñòè îòìåòèëè 2021 òî÷êó è ñîåäèíèëè ýòè òî÷êè îòðåçêàìè òàê, ÷òî ïîëó-
÷èëñÿ âûïóêëûé âïèñàííûé 2021-óãîëüíèê, ðàçðåçàííûé äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíè-
êè. Ïðè ýòîì íèêàêèå äâå äèàãîíàëè íå ïåðåñåêëèñü âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ (îáùèìè

òî÷êàìè ðàçëè÷íûõ äèàãîíàëåé ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âåðøèíû). Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè

ïîëó÷åííûõ òðåóãîëüíèêîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå îäíîãî îñòðîóãîëüíîãî.

�åøåíèå. Íàì äàí âïèñàííûé ìíîãîóãîëüíèê, ðàçäåëåííûé íà òðåóãîëüíèêè. Âñå ïî-

ëó÷åííûå òðåóãîëüíèêè ÿâëÿþòñÿ âïèñàííûìè â îäíó îêðóæíîñòü. Öåíòð îêðóæíî-

ñòè ìîæåò ëåæàòü âíóòðè òîëüêî îäíîãî òðåóãîëüíèêà, èëè îêàçàòüñÿ íà äèàãîíàëè,

èëè ëåæàòü âíå ìíîãîóãîëüíèêà. Êàê èçâåñòíî, òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ îñòðîóãîëü-

íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ âíóòðè ýòî-

ãî òðåóãîëüíèêà. Ïîýòîìó ðàçäåëåíèå âïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà íà òðåóãîëüíèêè

íåïåðåñåêàþùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå îäíîãî îñòðîóãîëüíîãî

òðåóãîëüíèêà.



4. Äàíà ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ. Ïðîâåäåíû äâå îêðóæíîñòè: ïåðâàÿ îêðóæíîñòü êà-

ñàåòñÿ áîêîâûõ ñòîðîí â âåðøèíàõ îäíîãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè, âòîðàÿ îêðóæíîñòü

êàñàåòñÿ áîêîâûõ ñòîðîí â âåðøèíàõ äðóãîãî îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. Äèàãîíàëü òðàïå-

öèè ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé èç îêðóæíîñòåé, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àþòñÿ äâå õîðäû.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòè õîðäû ðàâíû.

�åøåíèå. Âîçìîæíî äâà âàðèàíòà ðàñïîëîæåíèÿ îêðóæíîñòåé. Ïåðâûé âàðèàíò. Ïóñòü

ïåðâàÿ îêðóæíîñòü îòñåêàåò îò äèàãîíàëè BD õîðäó BK, âòîðàÿ îêðóæíîñòü îòñå-

êàåò îò äèàãîíàëè BD õîðäó MD. Õîðäû BK è MD íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òðåáóåòñÿ

äîêàçàòü, ÷òî BK = MD. Ïóñòü BK = x,KM = y,MD = z. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé

î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé äâà ðàçà.

Èç òî÷êè B êî âòîðîé îêðóæíîñòè: BA2 = BM · BD = (x+ y)(x+ y + z).

Èç òî÷êè D ê ïåðâîé îêðóæíîñòè: DC2 = DK ·DB = (z + y)(x+ y + z).

Òàê êàê òðàïåöèÿ ðàâíîáåäðåííàÿ, òî BA = DC. Ìîæíî ïðèðàâíÿòü ïðàâûå ÷àñòè

ðàâåíñòâ: (x+ y)(x+ y + z) = (z + y)(x+ y + z). Îòñþäà x = z, ÷òî òðåáîâàëîñü.

Âòîðîé âàðèàíò ðàñïîëîæåíèÿ. Ïóñòü ïåðâàÿ îêðóæíîñòü îòñåêàåò îò äèàãîíàëè BD

õîðäó BM , âòîðàÿ îêðóæíîñòü îòñåêàåò îò äèàãîíàëè BD õîðäó KD. Õîðäû BM

è KD ïåðåñåêàþòñÿ ïî îòðåçêó KM . Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî BM = KD. Ïóñòü

BK = x,KM = y,MD = z. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé î êàñàòåëüíîé è ñåêóùåé äâà

ðàçà.

Èç òî÷êè B êî âòîðîé îêðóæíîñòè: BA2 = BK · BD = x(x+ y + z).

Èç òî÷êè D ê ïåðâîé îêðóæíîñòè: DC2 = DM ·DB = z(x + y + z).

Ïðèðàâíèâàåì ïðàâûå ÷àñòè, ïîëó÷àåì x(x+y+ z) = z(x+y+ z). Â ýòîì ñëó÷àå òîæå

ïîëó÷àåì x = z. BM = x+ y,KD = z + y, BM = KD.

5. Óðàâíåíèå x3+px2+qx+r = 0, ãäå p, q, r � öåëûå, èìååò òðè ðàçëè÷íûõ öåëûõ êîðíÿ
x1, x2, x3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà q è r íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ÷èñëà â êàæäîé èç ïàð (x1, x2), (x2, x3), (x3, x1) íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé.

�åøåíèå. Òàê êàê óðàâíåíèå èìååò òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ x1, x2, x3, òî ëåâàÿ ÷àñòü

ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà íà ìíîæèòåëè

x3 + px2 + qx+ r = (x− x1)(x− x2)(x− x3)

�àñêðîåì ñêîáêè ñïðàâà

x3 + px2 + qx+ r = x3 − (x1 + x2 + x3)x
2 + (x1x2 + x2x3 + x3x1)x− x1x2x3

Ïîëó÷àåì q = x1x2 + x2x3 + x3x1, r = −x1x2x3.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó. Ïóñòü êîðíè ïîïàðíî íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé. Ïóñòü

ïðîñòîå ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ïåðâîãî êîðíÿ x1. Òîãäà k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

r. Òàê êàê r ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðåõ êîðíåé, òî ëþáîé åãî äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ



äåëèòåëåì êàêîãî-òî èç ìíîæèòåëåé, ò.å. äåëèòåëåì êàêîãî-òî êîðíÿ. Èç òîãî, ÷òî

êîðíè íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé, ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé äåëèòåëü k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

ðîâíî îäíîãî êîðíÿ. Êîðåíü x1 âõîäèò â äâà ñëàãàåìûõ, ñîñòàâëÿþùèõ q, è íå âõîäèò

â ñëàãàåìîå x2x3. Ïîýòîìó k íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì q, è ÷èñëà q è r íå èìåþò îáùèõ

äåëèòåëåé.

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü q è r íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé.

Ïóñòü ïðîñòîå ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì r. Òîãäà ýòî ÷èñëî èëè ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

îäíîãî êîðíÿ, íàïðèìåð, x1, èëè äâóõ êîðíåé, íàïðèìåð, x1 è x2. Íî åñëè k ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì äâóõ êîðíåé, òî q äåëèòñÿ íà k, à ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî q è r íå èìå-

þò îáùèõ äåëèòåëåé. Çíà÷èò, êàæäûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà r ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

òîëüêî îäíîãî êîðíÿ, è êîðíè íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé.



Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü

Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå
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�åøåíèÿ è îòâåòû

1. Èìååòñÿ 20 ÿáëîê, êàæäûå äâà ÿáëîêà îòëè÷àþòñÿ ïî âåñó íå áîëåå, ÷åì íà 40 ãðàìì.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ÿáëîêè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå êó÷êè ïî 10 ÿáëîê òàê, ÷òîáû ýòè

êó÷êè îòëè÷àëèñü ïî âåñó íå áîëåå, ÷åì íà 40 ãðàìì.

�åøåíèå. Âîçüìåì ÷åòûðå ÿáëîêà è ðàñïîëîæèì èõ âåñà â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ a ≤
b ≤ c ≤ d. Ñäåëàåì äâå êó÷êè èç äâóõ ÿáëîê êàæäàÿ, ñãðóïïèðîâàâ ñàìîå òÿæåëîå ñ

ñàìûì ëåãêèì. Ïî óñëîâèþ, âåðíû äâà íåðàâåíñòâà.

0 ≤ d− a ≤ 40,
0 ≤ c− b ≤ 40

Óìíîæèì âòîðîå íà (−1) è ñëîæèì íåðàâåíñòâà.

0 ≤ d− a ≤ 40
−40 ≤ −(c− b) ≤ 0

−40 ≤ (d− a)− (c− b) ≤ 40

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî êó÷êè îòëè÷àþòñÿ ïî âåñó íå áîëåå, ÷åì íà 40 ãðàìì (êàê â îäíó,

òàê è â äðóãóþ ñòîðîíó).

Òåïåðü âîçüìåì åùå äâà ÿáëîêà, èõ âåñà e è f ñíîâà ðàñïîëîæèì â ïîðÿäêå âîçðàñ-

òàíèÿ: e ≤ f . Âîçüìåì óæå ïîëó÷åííûå êó÷êè è óïîðÿäî÷èì èõ ïî âåñó. Ïóñòü èõ

âåñà X, Y è X ≤ Y . Äîáàâèì ê áîëåå òÿæåëîé êó÷êå Y áîëåå ëåãêîå ÿáëîêî e, à ê X

äîáàâèì f . Ñíîâà íàïèøåì äâà íåðàâåíñòâà (ïåðâîå èç íèõ ìû äîêàçàëè) è ïîâòîðèì

îöåíêó âåñîâ íîâûõ êó÷åê.

0 ≤ Y −X ≤ 40,
0 ≤ f − e ≤ 40

0 ≤ Y −X ≤ 40
−40 ≤ −(f − e) ≤ 0

−40 ≤ (Y −X)− (f − e) ≤ 40

Íîâûå êó÷êè ïî òðè ÿáëîêà ñíîâà îòëè÷àþòñÿ ïî âåñó íå áîëåå, ÷åì íà 40 ãðàìì.

Ïðîäîëæèâ òàê åùå ñåìü ðàç, ðàçäåëèì ÿáëîêè íà äâå êó÷êè ïî 10 ÿáëîê.

Äîïîëíåíèå. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ñïîñîáû ñãðóïïèðîâàòü ÿáëîêè â êó÷êè, ïðèâîäÿ-

ùèå ê âåðíîìó ðåøåíèþ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ a, b, c, d âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(ab+ 1)2 + (cd+ 1)2 + (ac)2 + (bd)2 ≥ 1

�åøåíèå. �àñêðîåì ñêîáêè.

(ab+ 1)2 + (cd+ 1)2 + (ac)2 + (bd)2 ≥ 1 ⇔

(ab)2 + 2ab+ 1 + (cd)2 + 2cd+ 1 + (ac)2 + (bd)2 ≥ 1 ⇔

Ñòðåìèìñÿ âûäåëèòü êâàäðàò ñóììû. Äîãàäàåìñÿ ïðèáàâèòü è âû÷åñòü 2abcd. Âû÷òåì
1 ñëåâà è ñïðàâà.

(ab)2 + 2abcd+ (cd)2 + 2ab+ 2cd− 2abcd+ (ac)2 + (bd)2 + 1 ≥ 0 ⇔



Âûäåëÿåì êâàäðàò ñóììû. Îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå ïîçâîëÿþò ñãðóïïèðîâàòü èõ â åùå

îäèí êâàäðàò ñóììû è êâàäðàò ðàçíîñòè.

(ab+ cd)2 + 2(ab+ cd) + 1 + (ac)2 − 2abcd + (bd)2 ≥ 0 ⇔

(ab+ cd+ 1)2 + (ac− bd)2 ≥ 0

Ïîëó÷èâøååñÿ íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äâóõ âåðíûõ íåðàâåíñòâ

(ab+ cd+ 1)2 ≥ 0 è (ac− bd)2 ≥ 0.

3. Äâå ðàâíûå îêðóæíîñòè S1 è S2 êàñàþòñÿ èçíóòðè îêðóæíîñòè S â òî÷êàõ K è M .

Òî÷êà P � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè S. Òî÷êè Q è R � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ KP

è MP ñ îêðóæíîñòÿìè S1 è S2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå KM è QR

ïàðàëëåëüíû.

�åøåíèå.

Ïóñòü KM ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòè S1 è S2 â òî÷êàõ X è Y . Îêðóæíîñòè S è S1 èìåþò

îáùóþ êàñàòåëüíóþ â òî÷êå K (Ýòîò �àêò ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì, åãî ìîæíî íå

äîêàçûâàòü.) Ïðèìåíèì òåîðåìó îá óãëå ìåæäó õîðäîé è êàñàòåëüíîé ê õîðäàì KQ

è KP . Íà ýòè õîðäû â ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòÿõ îïèðàþòñÿ âïèñàííûå óãëû

∠KXQ è ∠KMP , ïîýòîìó ýòè óãëû ðàâíû. Àíàëîãè÷íî ∠MYR = ∠MKP . Îòñþäà

òðåóãîëüíèêè KQX è MRY ïîäîáíû, à òàê êàê ó íèõ ðàâíû ðàäèóñû îïèñàííûõ

îêðóæíîñòåé, òî ýòè òðåóãîëüíèêè ðàâíû. Îòðåçêè KQ è Y R ïàðàëëåëüíû è ðàâíû,

ò.å. KQRY � ïàðàëëåëîãðàìì, ÷òî äîêàçûâàåò ïàðàëëåëüíîñòü îòðåçêîâ KM è QR.

Äîïîëíåíèå. Ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè öåíòðàëüíûõ óãëîâ

è òðîéíîì èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû î âåëè÷èíå âïèñàííîãî óãëà.

4. Êàê èçâåñòíî, èç ïÿòè ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü äåñÿòü ðàçëè÷íûõ ãðóïï ïî

òðè ÷èñëà. Ñóùåñòâóþò ëè ïÿòü òàêèõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî èõ ñóììû

ïî òðè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ äåñÿòüþ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷èñëàìè?

�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ïÿòü ÷èñåë x1, x2, x3, x4, x5. Äëÿ óäîáñòâà âûïèøåì âñå äåñÿòü

ñóìì.

x1 + x2 + x3 x1 + x2 + x4 x1 + x2 + x5 x1 + x3 + x4 x1 + x3 + x5

x1 + x4 + x5 x2 + x3 + x4 x2 + x3 + x5 x2 + x4 + x5 x3 + x4 + x5

�àññìîòðèì ÷åòíîñòü âñåõ äåñÿòè ñóìì.

Åñëè âñå ÷èñëà x1, x2, x3, x4, x5 ÷åòíû èëè âñå íå÷åòíû, òî ñóììû èëè âñå ÷åòíû, èëè

âñå íå÷åòíû.

Åñëè ñðåäè ýòèõ ïÿòè ÷èñåë îäíî ÷åòíîå, íàïðèìåð, x1, òî ïîëó÷èì øåñòü ÷åòíûõ

ñóìì è ÷åòûðå íå÷åòíûå.



Åñëè ñðåäè ýòèõ ïÿòè ÷èñåë äâà ÷åòíûõ, íàïðèìåð, x1 è x2, òî ïîëó÷èì øåñòü ÷åòíûõ

ñóìì è ÷åòûðå íå÷åòíûå.

Åñëè ñðåäè ýòèõ ïÿòè ÷èñåë òðè ÷åòíûõ, íàïðèìåð, x1, x2 è x3, òî ïîëó÷èì ÷åòûðå

÷åòíûå ñóììû è øåñòü íå÷åòíûõ.

Åñëè ñðåäè ýòèõ ïÿòè ÷èñåë ÷åòûðå ÷åòíûõ, íàïðèìåð, x1, x2x3 è x4, òî ïîëó÷èì ÷å-

òûðå ÷åòíûå ñóììû è øåñòü íå÷åòíûõ.

Âî âñõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî íå÷åòíûõ ñóìì íå ðàâíî ÷èñëó íå÷åòíûõ, à äåñÿòü ïîñëåäî-

âàòåëüíûõ ÷èñåë � ýòî ïÿòü ÷åòíûõ è ïÿòü íå÷åòíûõ, ïîýòîìó òàêèå ïÿòü ÷èñåë

x1, x2, x3, x4, x5 íàéòè íåâîçìîæíî.

Äîïîëíåíèå. Ñóùåñòâóåò äðóãîå ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà ïîñòðîåíèè ðàçëè÷íûõ óïî-

ðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ ñóìì. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïÿòü óïî-

ðÿäî÷åííûõ ÷èñåë äàþò äåñÿòü óïîðÿäî÷åííûõ ñóìì, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà

íà åäèíèöó, è èõ ïîðÿäîê ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîíà÷àëüíîìó ïîðÿäêó ÷èñåë. Èç-çà áîëü-

øîãî ÷èñëà íåîáõîäèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ýòî ðåøåíèå íå ïðèâîäèòñÿ.

Îòâåò. Òàêèõ ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò.

5. Äàíû äâå �óíêöèè (âñå ïåðåìåííûå è êîý��èöèåíòû � âåùåñòâåííûå)

f(x) = x4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0, g(x) = x4 + b3x
3 + b2x

2 + b1x+ b0

Èçâåñòíî, ÷òî ðàâåíñòâî f(x) = g(x) íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x. Äî-

êàæèòå, ÷òî ðàâåíñòâî f(x+ 1) = g(x− 1) âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû ïðè îäíîì çíà÷åíèè

ïåðåìåííîé x.

�åøåíèå. �àâåíñòâî f(x) = g(x) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

a3x
3 + a2x

2 + a1x+ a0 = b3x
3 + b2x

2 + b1x+ b0

(a3 − b3)x
3 + (a2 − b2)x

2 + (a1 − b1)x+ (a0 − b0) = 0

Åñëè a3 6= b3, òî ýòî � óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè, è îíî èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

Òàê êàê ñêàçàíî, ÷òî ðåøåíèé íåò, òî èëè a3 = b3 è óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíè-

åì âòîðîé ñòåïåíè 
 îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì, èëè âñå êîý��èöèåíòû ïåðåä

ñòåïåíÿìè x ðàâíû 0, ïðè ýòîì a0 6= b0. Â ëþáîì ñëó÷àå, a3 = b3.

Äëÿ f(x+ 1) è g(x− 1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ.

f(x+ 1) = (x+ 1)4 + a3(x+ 1)3 + a2(x+ 1)2 + a1(x+ 1) + a0 = x4 + (a3 + 4)x3 + . . .+ a0

g(x− 1) = (x− 1)4 + b3(x− 1)3 + b2(x− 1)2 + b1(x− 1) + b0 = x4 + (b3 − 4)x3 + . . .+ b0

Çäåñü òî÷êè çàìåíÿþò ñëàãàåìûå, íå ñîäåðæàùèå òðåòüè ñòåïåíè x.

�àâåíñòâî f(x+ 1) = g(x− 1) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

x4 + (a3 + 4)x3 + . . .+ a0 = x4 + (b3 − 4)x3 + . . .+ b0

Ñ ó÷åòîì a3 = b3 ïîëó÷àåì

8x3 + . . . = 0

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè, îíî èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.
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1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a óðàâíåíèÿ

x2 + ax+ 1 = 0 è x2 + x+ a = 0

èìåþò õîòÿ áû îäèí îáùèé êîðåíü?

�åøåíèå. Ïóñòü x0 � îáùèé êîðåíü óðàâíåíèé. Ïîäñòàâëÿåì â óðàâíåíèÿ, ïðèðàâíè-

âàåì âûðàæåíèÿ äëÿ x2

0
.

{

x2

0
+ ax0 + 1 = 0,

x2

0
+ x0 + a = 0

ax0 + 1 = x0 + a

(a− 1)x0 = a− 1 (a− 1)(x0 − 1) = 0

Ïîëó÷àåì äâà âàðèàíòà. Ïðè a = 1 óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò, x2 + x + 1 = 0 êîðíåé íå

èìååò. Ïðè x0 = 1 ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì a = −2.

Îòâåò. Ïðè a = −2.

2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà BH è áèññåêòðèñà AP . Íàé-

äèòå óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABPH

ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü, è ∠CPH = 20◦.

�åøåíèå.

Óãîë ∠AHB � âïèñàííûé è ïðÿìîé, ïîýòîìó AB � äèàìåòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé

âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABPH . Ïîëó÷àåì, ÷òî óãîë ∠APB òàêæå ïðÿìîé. Òàê êàê

∠CPH = 20◦, òî ∠APH = 70◦. Èç ýòîãî äàëåå íàõîäèì, ÷òî ∠ABH = 70◦, îí îïè-

ðàåòñÿ íà òó æå äóãó, ÷òî è ∠APH . Òåïåðü â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABH ìû

çíàåì äâà óãëà, ìîæåì íàéòè óãîë ∠BAH . Ïîëó÷àåì ∠BAH = 20◦. Èç òîãî, ÷òî AP

� áèññåêòðèñà ýòîãî óãëà, ñëåäóåò, ÷òî ∠BAP = ∠HAP = 10◦. Óãëû ∠HAP è ∠HBP



îïèðàþòñÿ íà îäíó äóãó, ïîýòîìó ∠HBP = 10◦. Ìîæåì íàéòè îñòàâøèåñÿ óãëû òðå-

óãîëüíèêà. ∠ABC = ∠ABH +∠HBP = 70◦+10◦ = 80◦. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåê-

òðèñà AP ñîâïàäàåò ñ âûñîòîé, ïîýòîìó îí ðàâíîáåäðåííûé, è ∠ABC = ∠ACB = 80◦.

Îòâåò. ∠ABC = ∠ACB = 80◦, ∠BAC = 20◦.

3. Ïóñòü F (x) è G(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 2021. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x

âûïîëíÿåòñÿ F (F (x)) = G(G(x)) è ñóùåñòâóåò òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî k, k 6= 0, ÷òî
ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x âûïîëíÿåòñÿ F (kF (F (x))) = G(kG(G(x))). Íàéäèòå ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà F (x)−G(x).

�åøåíèå. Òàê êàê F (F (x)) = G(G(x)), òî F (kG(G(x))) = G(kG(G(x))). Ýòî ðàâåí-

ñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x, ò.å. áîëüøå, ÷åì ïðè 2022 çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé (Òàê

êàê ìíîãî÷ëåí G(x) ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé). Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû

ñîâïàäàþò, èõ ðàçíîñòü èìååò ñòåïåíü 0.

Îòâåò. Ñòåïåíü F (x)−G(x) ðàâíà 0, ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò.

4. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà îòìåòèëè íåñêîëüêî òî÷åê. Òî÷êè ñîåäèíèëè öâåòíûìè îòðåç-

êàìè òàê, ÷òî â êàæäîé îòìå÷åííîé òî÷êå ñõîäèòñÿ òðè îòðåçêà, è êàæäàÿ âåðøèíà

òðåóãîëüíèêà ñîåäèíåíà îäíèì öâåòíûì îòðåçêîì ñ êàêîé-òî èç îòìå÷åííûõ òî÷åê.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïðîâåäåííûå îòðåçêè ðàñêðàøåíû â òðè öâåòà òàê, ÷òî â êàæîé îòìå-

÷åííîé òî÷êå ñõîäÿòñÿ òðè îòðåçêà ðàçíîãî öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè, ïðîâåäåí-

íûå â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

�åøåíèå. Ïóñòü ÷èñëî îòìå÷åííûõ òî÷åê âíóòðè òðåóãîëüíèêà ðàâíî n. Ïóñòü èç òðåõ

îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè, k1 � ÷èñëî

îòðåçêîâ ïåðâîãî öâåòà, k2 � ÷èñëî îòðåçêîâ âòîðîãî öâåòà, k3 � ÷èñëî îòðåçêîâ òðåòüå-

ãî öâåòà (k1 + k2 + k3 = 3, 0 ≤ ki ≤ 3). Òîãäà ÷èñëî âñåõ îòðåçêîâ ïåðâîãî öâåòà ðàâíî
n+ k1

2
, ÷èñëî âñåõ îòðåçêîâ âòîðîãî öâåòà ðàâíî

n+ k2

2
, ÷èñëî âñåõ îòðåçêîâ òðåòüåãî

öâåòà ðàâíî

n+ k3

2
. Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî êîãäà ìû ñ÷èòàåì îáùåå ÷èñëî îòðåçêîâ, ñóììè-

ðóÿ ÷èñëà îòðåçêîâ, ñõîäÿùèõñÿ â êàæäîé âåðøèíå, ìû êàæäûé îòðåçîê ó÷èòûâàåì

äâàæäû (�÷èñëî ðåáåð ðàâíî ïîëîâèíå ñóììû ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí�). Â ÷èñëèòåëÿõ

äðîáåé ñòîÿò ÷åòíûå ÷èñëà. Ïîýòîìó ÷èñëà k1, k2, k3 èìþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Òàê

êàê k1 + k2 + k3 = 3, òî îíè ìîãóò áûòü òîëüêî íå÷åòíûìè, ðàâíûìè 1. Ýòî äîêàçûâà-
åò, ÷òî îòðåçêè, ïðîâåäåííûå â âåðøèíû òðåóãîëüíèêà, èìåþò ðàçíûå öâåòà. Ïîïóòíî

äîêàçàëè, ÷òî òàêàÿ ðàñêðàñêà íåâîçìîæíà, åñëè îòìå÷åíî ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê.

5. Ïóñòü S � íàáîð èç n ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (n ≥ 3). Äî-
êàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé ÷èñëà

3, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ñóììà òðåõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ S, ðàâíî

n− 2.

�åøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ïðîâåäåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî n.

Áàçà èíäóêöèè ïðè n = 3 âûòåêàåò èç óñëîâèÿ çàäà÷è è èç ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíòâåííîé
âîçìîæíîé ñóììû â ýòîì ñëó÷àå.

Äîáàâèì ïðîâåðêó áàçû ïðè n = 4. Ïóñòü èìåþòñÿ ÷åòûðå ÷èñëà a, b, c, d. Ïóñòü d

� íàèáîëüøåå èç ýòèõ ÷èñåë. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ ñóììû òðåõ ÷èñåë:

d < b+ c+ d < 3d. Íà ïðîìåæóòêå îò d äî 3d ìîæíî âñòðåòèòü òîëüêî îäíó ñòåïåíü 3.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü d < 3t < 3 · 3t < 3d, òî
d

3t
< 1 (ëåâîå íåðàâåíñòâî),

òîãäà 3
d

3t
< 3 (óìíîæèëè íà 3), íî 3 < 3

d

3t
(ïðàâîå íåðàâåíñòâî). Ïîýòîìó d ìîæåò



âîéòè â ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû íå áîëåå, ÷åì îäíîé ñòåïåíè 3 (ëþáàÿ ñóììà òðåõ

÷èñåë ìåíüøå, ÷åì 3d, è åå íå õâàòèò, ÷òîáû ïîëó÷èòü ÷òî-òî áîëüøåå, ÷åì 3d). Òàê
êàê áåç d ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà ñóììà a+ b+ c, â ñëó÷àå ìíîæåñòâà S, ñîñòîÿùåãî

èç ÷åòûðåõ ÷èñåë, ìîæíî ïîëó÷èòü íå áîëåå äâóõ ñòåïåíåé 3.

Âûïîëíèì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà S, ñîñòîÿùåãî èç n

÷èñåë, óòâåðæäåíèå âåðíî. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî S1, â êîòîðîì íà îäíî ÷èñëî áîëü-

øå (S è S1 â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àþòñÿ íàáîðîì ÷èñåë). Ïóñòü ñíîâà d � íàèáîëüøåå

÷èñëî, âõîäÿùåå â S1. �àññóæäàÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî, ìû âèäèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

òîëüêî îäíà ñòåïåíü ÷èñëà 3, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü êàê b+ c+ d = 3t, ãäå îäíî èç
ñëàãàåìûõ ðàâíî d. Ñ äðóãèìè ñëàãàåìûìè ìîæíî ïîëó÷èòü íå áîëåå, ÷åì n−2 ñòåïå-
íåé òðîéêè, ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ (ýòè ñëàãàåìûå îáðàçóþò ìíîæåñòâî

èç n ýëåìåíòîâ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ). Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ñòåïåíåé òðîéêè,

ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû òðåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S1, íå áîëüøå n−2+1 = n−1.
Îöåíêà ñâåðõó äîêàçàíà.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, ÷òî òàêîå ìíîæåñòâî ìîæíî ïîñòðîèòü. Ïóñòü

S = {1, 2, 32 − 3, 33 − 3, . . . , 3n − 3}

Êàæäûé ýëåìåíò 3i − 3 ìîæåò ó÷àñòâîâàòü ðîâíî â îäíîé ñóììå, äàþùåé ñòåïåíü

òðîéêè (ëþáûå äâà èëè òðè íå äàþò ñòåïåíü òðîéêè, ýòî ïðîâåðÿåòñÿ ñëîæåíèåì 3i −
3 + 3j − 3). Ïîýòîìó ÷èñëî òàêèõ ñóìì ðàâíî n− 2.


