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Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2019-2020 ó÷.ãîä

8 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Ìîãóò ëè ÷åòûðå êîðàáëÿ òàê ðàñïîëîæèòüñÿ íà ìîðå, ÷òîáû ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó íèìè áûëè áû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1, 2, 3, 4, 5, 6 ìèëÿì?
Ðåøåíèå.

Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ðèñóíîê èëè îïèñàíèå ðàñïîëîæåíèÿ. Êîðàáëè ðàçìåùàþòñÿ
íà îäíîé ïðÿìîé.
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Îòâåò. Äà, ìîãóò.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå ÍÎÊ(n2,m)+ÍÎÊ(n,m2) = 2019, ãäå n è m � íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà.
Ðåøåíèå.

Ïåðâûé ñïîñîá. Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ äåëèòñÿ íà n è íà m, ïîýòîìó ñóììà äåëèòñÿ
è íà n, è íà m. Äàëåå, ïðàâàÿ ÷àñòü, ò.å. 2019, äîëæíî äåëèòüñÿ è íà n, è íà m.
Íî 2019 = 3 · 673, ïîýòîìó âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n è m � ýòî 1, 3, 673. Ïðîâåðêîé
óáåæäàåìñÿ, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî ÷èñëî ðàâíî 673, òî åãî êâàäðàò ñëèøêîì áîëü-
øîé äëÿ ïðàâîé ÷àñòè, à åñëè ýòè ÷èñëà ðàâíû 1 èëè 3 â ëþáûõ êîìáèíàöèÿõ, òî
êâàäðàò ýòèõ ÷èñåë ñëèøêîì ìàë äëÿ ïðàâîé ÷àñòè 2019.
Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåäñòàâèì ÷èñëà n è m â âèäå n = p · q, m = p · r, ãäå p � ïðîèç-
âåäåíèå âñåõ îáùèõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ÷èñåë n è m, q � ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ
ìíîæèòåëåé n, íå âõîäÿùèõ â m, r � ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé m, íå âõî-
äÿùèõ â n (âàðèàíòû p = 1 èëè q = 1 èëè r = 1 òîæå äîëæíû áûòü ðàññìîòðåíû).
Òîãäà ÍÎÊ(n2,m) = p2 · q2 · r, ÍÎÊ(n,m2) = p2 · r2 · q. Âûíåñåì îáùèå ìíîæèòåëè â
ñóììå ÍÎÊ(n2,m)+ÍÎÊ(n,m2) = p2 · q · r · (q + r). Çàìåòèì, ÷òî 2019 = 3 · 673, îáà
ìíîæèòåëÿ ïðîñòûå. Èç íàïèñàííîãî âûøå ðàçëîæåíèÿ ñóììû ÍÎÊ ìû äîëæíû
ïðåäñòàâèòü 2019 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êàê ìèíèìóì ÷åòûðåõ ìíîæèòåëåé - êâàä-
ðàòà ïðîñòîãî ÷èñëà, äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë è åùå îäíîãî ÷èñëà (r + q). Òàê êàê â
ðàçëîæåíèè 2019 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè íåò íè îäíîãî êâàäðàòà, òî èñõîäíîå óðàâ-
íåíèå íå èìååò ðåøåíèé ïðè p ̸= 1. Îíî íå èìååò ðåøåíèé è ïðè p = 1, n ̸= 1, m ̸= 1,
òàê êàê ïðîèçâåäåíèå q·r·(q+r) äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîèçâåäåíèþ 2019 = 3·673.
Åñëè îäíî èç ÷èñåë n è m áûëî áû ðàâíî 1, (íàïðèìåð, n), òî óðàâíåíèå ñâåëîñü áû
ê m +m2 = 2019, íå èìåþùåìó ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, ÷òî òàêæå ìîæíî
ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå 2019 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. (Ðåøåíèå, ñîäåðæà-
ùåå q = 1 è/èëè r = 1 ïðè n ̸= 1, m ̸= 1 ïîïàäàåò ïîä ñëó÷àé p ̸= 1 è òàêæå
íåâîçìîæíî.)
Îòâåò. Ðåøåíèé íåò.
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3. Êàðòîôåëü è ñâåêëó âåçóò íà 79 ìàøèíàõ, íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûõ, ïðè÷åì êàæ-
äàÿ ìàøèíà çàãðóæåíà èëè êàðòîôåëåì, èëè ñâåêëîé. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ ìàøèí
ìîæíî âûáðàòü 40 ìàøèí òàê, ÷òî îíè âåçóò íå ìåíåå 50% âñåãî êàðòîôåëÿ è íå
ìåíåå 50% âñåé ñâåêëû.
Ðåøåíèå.

Ïóñòü êàðòîôåëü ïåðåâîçèòñÿ n ìàøèíàìè. Ðàñïîëîæèì ìàøèíû â ïîðÿäêå óáûâà-
íèÿ ìàññû ïåðåâîçèìîãî êàðòîôåëÿ.

a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ . . . ≥ an−1 ≥ an

Ïóñòü ñâåêëà ïåðåâîçèòñÿ k ìàøèíàìè. Ðàñïîëîæèì ìàøèíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ
ìàññû ïåðåâîçèìîé ñâåêëû.

b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥ . . . ≥ bk−1 ≥ bk

Îäíî èç ÷èñåë n, k ÷åòíîå, âòîðîå íå÷åòíîå (èõ ñóììà ðàâíà 79). Ïóñòü, äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè, ÷åòíûì ÿâëÿåòñÿ n, ò.å. n = 2p, k = 2t−1. Âûáåðåì p ïåðâûõ (óïîðÿäî÷åí-
íûõ) ìàøèí, ïåðåâîçÿùèõ êàðòîôåëü è t ìàøèí, ïåðåâîçÿùèõ ñâåêëó. Î÷åâèäíî,

a1 + a2 + a3 + . . .+ ap ≥ ap+1 + . . .+ an−1 + an

òàê êàê êàæäîå ñëàãàåìîå, ñòîÿùåå íà ìåñòå ñ íîìåðîì i ñëåâà, íå ìåíüøå ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî, ñòîÿùåãî íà ìåñòå ñ íîìåðîì i ñïðàâà. Âñå p ñëàãàåìûõ
ñëåâà â ñóììå äàþò íå ìåíüøå ïîëîâèíû âñåé ìàññû êàðòîôåëÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóììà ñëåâà ìåíüøå
1

2
M (M - îáùàÿ ìàññà êàðòîôåëÿ),

è ñóììà ñïðàâà íå ìîæåò ïðåâûøàòü ñóììó ñëåâà, òî ñóììà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâà áóäåò ìåíüøå
1

2
M +

1

2
M = M . Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âûáðàííûå ïåð-

âûå p ìàøèí ïåðåâîçÿò íå ìåíüøå ïîëîâèíû ìàññû êàðòîôåëÿ.
Ààëîãè÷íî âûáåðåì t ïåðâûõ (óïîðÿäî÷åííûõ) ìàøèí, ïåðåâîçÿùèõ ñâåêëó

b1 + b2 + b3 + . . .+ bt ≥ bt+1 + . . .+ bk−1 + bk

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ ñëåâà íà îäíî áîëüøå, ÷åì ñïðàâà, ïîýòîìó ìîæíî
ïîïàðíî ñðàâíèòü ñëàãàåìûå ñëåâà è ñïðàâà (îäíî ñëàãàåìîå ñëåâà îêàæåòñÿ áåç
ïàðû), è ïîëó÷èòü, ÷òî ñóììà ñëåâà íå ìåíüøå ñóììû ñïðàâà. Âûáðàííûå ïåðâûå t
ìàøèí ïåðåâîçÿò íå ìåíüøå ïîëîâèíû ìàññû ñâåêëû.
Îñòàëîñü îöåíèòü ÷èñëî ìàøèí. 79 = 2p + 2t − 1, ò.å. 2p + 2t = 80, p + t = 40. Ìû
äîêàçàëè, ÷òî âûáðàëè 40 ìàøèí.

4. ABCD � ðîìá. Òî÷êè E è F ëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî, íà ñòîðîíàõ AB è BC òàê, ÷òî
AE

BE
=

BF

CF
= 5. Òðåóãîëüíèê DEF � ðàâíîñòîðîííèé. Íàéäèòå óãëû ðîìáà.

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷åíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå. Ñèòóàöèÿ, êîãäà óãîë D ðîìáà îñòðûé, íåâîç-
ìîæíà (ñì. äàëåå). Îòìåòèì íà ñòîðîíå AB òî÷êó P òàê, ÷òî AP = EB = FC.
Òðåóãîëüíèêè CDF è ADP ðàâíû, òàê êàê èìåþò ðàâíûå óãëû ∠A = ∠C è ïîïàð-
íî ðàâíûå ñòîðîíû AD = DC, AP = FC. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê FED
ðàâíîñòîðîííèé ïî óñëîâèþ, ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèê EDP � ðàâíîáåäðåííûé
(ED = FD = PD). (Â ýòîò ìîìåíò çàìåòèì, ÷òî åñëè óãîë ðîìáà ∠A òóïîé, òî óãîë
∠APD îñòðûé, è â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå EDP óãîë ïðè îñíîâàíèè òóïîé,
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÷òî íåâîçìîæíî). Îòìåòèì ðàâíûå óãëû x = ∠A = ∠C è y = ∠ADP = ∠CDF . Íà-
õîäèì ∠EPD = x+y (âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ADP ) è ∠PDE = 180◦−2(x+y).
Ñëîæèì âñå óãëû ïðè âåðøèíå D ðîìáà (∠D = 180◦ − x), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y + 180◦ − 2(x+ y) + 60◦ + y = 180◦ − x

Îòñþäà x = 60◦, óãëû ðîìáà ðàâíû 60◦ è 120◦.
Îêîí÷àíèå ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü äðóãèì. Ïîñëå òîãî, êàê äîêàçàëè, ÷òî òðåóãîëüíèê
EDP ðàâíîáåäðåííûé, çàìåòèì, ÷òî ðàâíû åãî âíåøíèå óãëû: ∠APD = ∠BED.
Îòñþäà òðåóãîëüíèêè APD è BED ðàâíû ïî äâóì óêàçàííûì óãëàì è ñòîðîíàì
(AP = EB, PD = ED). Îòñþäà BD = AD, è òðåóãîëüíèê ABD ðàâíîñòîðîííèé.
Çíà÷èò, ∠BAD = 60◦.
Îòâåò. Óãëû ðîìáà ðàâíû 60◦ è 120◦.

5. Óçëû áåñêîíå÷íîé ñåòêè (êàæäàÿ ÿ÷åéêà ïðåäñòàëÿåò ñîáîé êâàäðàò) ðàñêðàøåíû
â òðè öâåòà, ïðè÷åì âñå òðè öâåòà èñïîëüçîâàíû. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè, íå îáÿçàòåëüíî èäóùèìè ïî ëèíèÿì ñåòêè, âñå
òðè âåðøèíû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â óçëàõ ñåòêè è ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.
Ðåøåíèå.

Ïðîíóìåðóåì öâåòà óçëîâ - ïåðâûé, âòîðîé, òðåòèé.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Âñå ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå ðàñêðàøåíû êàæäàÿ â
ñâîé öâåò (íà êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ñîäåðæàòñÿ óçëû òîëüêî îäíîãî öâå-
òà). Â òàêîì ñëó÷àå áåðåì ïðîèçâîëüíûé óçåë ïåðâîãî öâåòà è ïðîâîäèì ÷åðåç íåãî
äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå ïî äèàãîíàëüíûì ëèíèÿì ñåòêè. Ïåðåñå÷å-
íèå ñ äâóìÿ ïðÿìûìè, îêðàøåííûìè âî âòîðîé è òðåòèé öâåò, äàñò äâå âåðøèíû
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. (Êàæäàÿ èç äâóõ äèàãîíàëüíûõ ïðÿìûõ áóäåò èìåòü
õîòÿ áû îäíî ïåðåñå÷åíèå ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé âòîðîãî öâåòà è ñ ãîðèçîíòàëü-
íîé ïðÿìîé òðåòüåãî öâåòà).
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Íàéäåòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ l, ñîäåðæàùàÿ óçëû
äâóõ öâåòîâ (ïåðâîãî è âòîðîãî). Áåðåì íà ïëîñêîñòè óçåë òðåòüåãî öâåòà (îí ñóùå-
ñòâóåò è íå ëåæèò íà l). Ïðîâîäèì ÷åðåç íåãî âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ äî ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ l. Â ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷àåì óçåë îäíîãî èç äâóõ öâåòîâ. Ïóñòü ýòîò óçåë èìååò
ïåðâûé öâåò. Íàéäåì íà ïðÿìîé l óçåë âòîðîãî öâåòà è ïîëó÷àåì ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè òðåõ öâåòîâ (è ãîðèçîíòàëüíûì è âåðòèêàëüíûì êàòåòà-
ìè).
Ðàññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé. Ñóùåñòâóåò ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ m, ñîäåðæàùàÿ óç-
ëû âñåõ òðåõ öâåòîâ (è íå ñóùåñòâóåò ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, óçëû êîòîðîé ðàñ-
êðàøåíû â äâà öâåòà, èíà÷å âîçâðàùàåìñÿ êî âòîðîìó ñëó÷àþ). Âûáèðàåì íà íåé
óçåë ïåðâîãî öâåòà (íàçîâåì åãî A) è ïðîâîäèì âåðòèêàëü ÷åðåç ýòîò óçåë. Åñëè
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íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà âòîðîãî öâåòà, èñêîìûé òðå-
óãîëüíèê ïîñòðîåí (óçåë âòîðîãî öâåòà íà âåðòèêàëè, óçåë A ïåðâîãî öâåòà íà ïåðå-
ñå÷åíèè âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè, óçåë òðåòüåãî öâåòà ñóùåñòâóåò è âûáèðàåòñÿ íà
ïðÿìîé m). Ïîêàçàííûé ñïîñîá âûáîðà òðåõ âåðøèí íåâîçìîæåí òîëüêî ïðè îäíîì
óñëîâèè - ëþáàÿ âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò òîëüêî óçëû îäíîãî öâåòà. Íî ýòî
ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ (òîëüêî ãîðèçîíòàëüíîå íàïðàâëå-
íèå èçìåíèëîñü íà âåðòèêàëüíîå). Ïðîâåäåì òàêîå ïîñòðîåíèå åùå ðàç. Ïðîâîäèì
÷åðåç óçåë A äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå ïî äèàãîíàëüíûì ëèíèÿì.
Òàê êàê íà ïðÿìîé m ñóùåñòâóþò óçëû äâóõ îñòàâøèõñÿ öâåòîâ, òî ñóùåñòâóþò
äâå âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå, âñå óçëû êîòîðûõ èìåþò îäèí îïðåäåëåííûé öâåò, îäíà
ïðÿìàÿ âòîðîãî öâåòà, è îäíà ïðÿìàÿ òðåòüåãî öâåòà. Êàæäàÿ èç äâóõ ïðîâåäåííûõ
äèàãîíàëüíûõ ïðÿìûõ ïåðåñå÷åò ýòè äâå âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå â óçëàõ. Ïîëó÷èì
îäèí óçåë âòîðîãî öâåòà è îäèí óçåë òðåòüåãî öâåòà íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ëó÷àõ
(êàòåòàõ), âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû ïåðâîãî öâåòà.
Èòàê, äëÿ ëþáîãî âîçìîæíîãî ñëó÷àÿ ðàñêðàñêè âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ ìû
ïîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ ðàñêðàñêîé âåðøèí â òðè
öâåòà.

4



Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2019-2020 ó÷.ãîä

9 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Áîëüøàÿ êàðóñåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèãóðêè ñêàçî÷íûõ çâåðåé, äâèæóùèõñÿ ïî
êðóãó äðóã çà äðóãîì, íà êîòîðûõ ìîæíî êàòàòüñÿ. Ïî äåñÿòü ó÷åíèêîâ 6à, 6á, 6â
êëàññîâ è ïî ïÿòü ó÷åíèêîâ 7à è 7á êëàññîâ ðàçìåñòèëèñü íà êàðóñåëè, çàíÿâ âñå ìå-
ñòà. Îêàçàëîñü, ÷òî íèêàêèå äâà øåñòèêëàññíèêà èç ðàçíûõ êëàññîâ íå ñèäÿò äðóã
çà äðóãîì ïîäðÿä. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òðè øåñòèêëàññíèêà èç îäíîãî êëàññà,
ðàçìåñòèâøèåñÿ íà êàðóñåëè äðóã çà äðóãîì.
Ðåøåíèå.

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî åñëè íàøëîñü ÷åòûðå è áîëåå øåñòèêëàññíèêà èç îäíîãî êëàñ-
ñà, ñèäÿùèõ äðóã çà äðóãîì, òî, òåì ñàìûì, íàøëîñü òðè òàêèõ øåñòèêëàññíèêà.
Ïóñòü íå íàøëîñü íè îäíîé óêàçàííîé òðîéêè øåñòèêëàññíèêîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
âñå øåñòèêëàññíèêè èç îäíîãî êëàññà ñèäÿò ïî îäíîìó è ïî äâà ïîäðÿä. Ïî óñëî-
âèþ çàäà÷è, òàêèå åäèíè÷íûå èëè ïàðíûå øåñòèêëàññíèêè ðàçäåëåíû ñåìèêëàññ-
íèêîì (èíà÷å äâà øåñòèêëàññíèêà èç ðàçíûõ êëàññîâ ñèäåëè áû äðóã çà äðóãîì).
Íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçäåëèòåëåé-ñåìèêëàññíèêîâ ïîòðåáóåòñÿ, åñëè âñå øåñòè-
êëàññíèêè ñèäÿò ïîñëåäîâàòåëüíî ïîïàðíî. Âñåãî ïàð áóäåò ïÿòíàäöàòü (ïî ïÿòü íà
êëàññ), è íà êðóãîâîé êàðóñåëè ïîòðåáóåòñÿ ïÿòíàäöàòü ðàçäåëèòåëåé. Íî ó íàñ âñå-
ãî äåñÿòü ñåìèêëàññíèêîâ, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæèòåëü-
íîé ðàññàäêîé, è ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òðîéêà øåñòèêëàññíèêîâ îäíîãî êëàññà,
ðàçìåñòèâøèõñÿ äðóã çà äðóãîì.

2. ABCD � òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC, òàêàÿ, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü îêðóæ-
íîñòü ñ äèàìåòðîì BC, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD, è êàñà-
þùóþñÿ AD. Íàéäèòå óãëû òðàïåöèè.
Ðåøåíèå.

A

B C

DH

O

M

r

r
2r

Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü òî÷êàM � ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC, òî÷êà O � öåíòð îêðóæíî-
ñòè è ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ BC. Â òðåóãîëüíèêå ABC îòðåçîê MO � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ,
ò.å. îí ïàðàëëåëåí áîêîâîé ñòîðîíå AB òðàïåöèè è ðàâåí ïîëîâèíå ýòîé ñòîðîíû.
Òàê êàê äëèíà MO ðàâíà ðàäèóñó r îêðóæíîñòè (òî÷êà M ïî óñëîâèþ ëåæèò íà
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îêðóæíîñòè), òî AB = 2r. Îïóñòèì âûñîòó BH èç òî÷êè B. Êàòåò BH âäâîå êî-
ðî÷å ãèïîòåíóçû AB, ñëåäîâàòåëüíî, óãîë BAD ðàâåí 30◦. Òîãäà óãîë ABC ðàâåí
150◦. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðî ñåðåäèíó äèàãîíàëè BD ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòà-
òó ∠ADC = 30◦,∠DCB = 150◦.
Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê BMC ïðÿìîóãîëüíûé, òàê êàê åãî âåð-
øèíà ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à îñíîâàíèå � äèàìåòð. Ïîýòîìó BM � âûñîòà â òðå-
óãîëüíèêå ABC, à, òàê êàê ïî óñëîâèþ ýòîò îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, òî òðå-
óãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABH ãèïîòåíóçà
ðàâíà 2r, è êàòåò BH ðàâåí r. Ïîëó÷àåì, ÷òî óãîë BAD ðàâåí 30◦. Òîãäà óãîë ABC
ðàâåí 150◦. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðî ñåðåäèíó äèàãîíàëè BD ïðèâîäÿò ê ðå-
çóëüòàòó ∠ADC = 30◦,∠DCB = 150◦.
Îòâåò. 30◦, 150◦, 150◦, 30◦

3. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

n6 + 3n5 + 3n4 + 2n3 + 3n2 + 3n+ 1 = m3

ãäå m,n � öåëûå ÷èñëà.
Ðåøåíèå.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

n6 + 3n5 + 3n4 + n3 + n3 + 3n2 + 3n+ 1 = m3

n3(n3 + 3n2 + 3n+ 1) + n3 + 3n2 + 3n+ 1 = m3

n3(n+ 1)3 + (n+ 1)3 = m3

(n3 + 1)(n+ 1)3 = m3

Ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ÷èñåë ñëåâà ÿâëÿåòñÿ êóáîì m3, çíà÷èò, êàæäîå èç ýòèõ ÷è-
ñåë ÿâëÿåòñÿ êóáîì, èëè îäíî èç íèõ ðàâíî 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî äâà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, n3 è n3+1, ÿâëÿþòñÿ êóáàìè. Íî äâà ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êóáàìè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòî 0 è 1 èëè −1
è 0. Ïîëó÷àåì âàðèàíòû n = −1 èëè n = 0, ïðîâåðÿåì ïîäñòàíîâêîé, âû÷èñëÿåì
m è ñîñòàâëÿåì îòâåò. Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç ìíîæèòåëåé ñëåâà 0, ñíîâà
âîçâðàùàåìñÿ ê îòâåòó n = −1, m = 0.
Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ êóáà � ýòî òîëüêî ÷èñëà 0 è 1
èëè −1 è 0. (Ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì, â ðàáîòå ìîæíî íå äîêàçûâàòü).

a = x3,

b = y3,

a− b = 1,


a = x3,

b = y3,

x3 − y3 = 1,


a = x3,

b = y3,

(x− y)(x2 + xy + y2) = 1.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x, y öåëûå ÷èñëà, ïîñëåäíåå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèåì 1 · 1 èëè (−1) · (−1), îòêóäà ïîëó÷àåì x = 1, y = 0 èëè x = 0, y = −1.
Îòâåò. n = −1, m = 0 èëè n = 0, m = 1.

4. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî ÷èñëî n + 1 äåëèòñÿ íà 8. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà
âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà n, âêëþ÷àÿ 1 è ñàìî ÷èñëî, äåëèòñÿ íà 8.
Ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî n äàåò îñòàòîê 7 ïðè äåëåíèè íà 8. Ïóñòü n = ab. Ðàññìîòðèì
îñòàòêè îò äåëåíèÿ a è b íà 8 è ñîñòàâèì òàáëèöó ïðîèçâåäåíèÿ îñòàòêîâ (äðóãèìè
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ñëîâàìè, ðàññìîòðèì òàáëèöó ïðîèçâåäåíèé ab ïî ìîäóëþ 8).

0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7
2 0 2 4 6 0 2 4 6
3 0 3 6 1 4 7 2 5
4 0 4 0 4 0 4 0 4
5 0 5 2 7 4 1 6 3
6 0 6 4 2 0 6 4 2
7 0 7 6 5 4 3 2 1

Èçó÷àåì òàáëèöó è íàõîäèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå, äàþùåå â îñòàòêå 7, ìîæíî ïîëó÷èòü
òîëüêî â ñëó÷àÿõ a = 8k + 1, b = 8l + 7; a = 8k + 3, b = 8l + 5; a = 8k + 5, b =
8l + 3; a = 8k + 7, b = 8l + 1 (k, l � íàòóðàëüíûå). Ïîýòîìó òå äåëèòåëè ÷èñëà n,
êîòîðûå îáðàçóþò ïàðû, äàþò â ñóììå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 8, ðàâíûé 0. Ýòî æå
âåðíî è â ñëó÷àå ïàðû a = 1, b = n. Îòñþäà ñóììà âñåõ äåëèòåëåé åñòü ñóììà âñåõ
ïàð äåëèòåëåé, à êàæäàÿ ïàðà äàåò ñóììó, äåëÿùóþñÿ íà 8.

5. Ïóñòü a, b, c � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a3

c3
+

b3

c3
+

3ab

c2
> 1

Ðåøåíèå.

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî ê ðàâíîñèëüíîìó âèäó

a3 + b3 + 3abc > c3

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò

a+ b > c > 0

Îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà óìíîæèì íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (a2 − ab+ b2) (îíî ðàâíî
0 òîëüêî ïðè a = b = 0)

(a+ b)(a2 − ab+ b2) > c(a2 − ab+ b2)

Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà 3abc

(a+ b)(a2 − ab+ b2) + 3abc > c(a2 − ab+ b2) + 3abc

Ïðåîáðàçóåì
a3 + b3 + 3abc > c(a2 − ab+ b2 + 3ab)

a3 + b3 + 3abc > c(a+ b)2

Ó÷òåì, ÷òî
c(a+ b)2 > c3

Ïîëó÷àåì
a3 + b3 + 3abc > c(a+ b)2 > c3
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Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2019-2020 ó÷.ãîä

10 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Íà øàõìàòíóþ äîñêó 8 × 8 âûêëàäûâàþò ôèøêè ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïåðâî-
íà÷àëüíî äîñêà ïóñòàÿ. Õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ëþáîå ñâîáîäíîå ïîëå ñòàâèòñÿ
ôèøêà. Ýòèì æå õîäîì ðîâíî îäíà èç ôèøåê, îêàçàâøèõñÿ ñ íåé íà ñîñåäíåì ïî-
ëå, ñíèìàåòñÿ ñ äîñêè (åñëè èìååòñÿ òàêàÿ ñîñåäíÿÿ ôèøêà). Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî ôèøåê ìîæåò ðàñïîëîæèòüñÿ íà äîñêå, ñ ó÷åòîì óêàçàííîãî ïðàâèëà?
Ñîñåäíèìè ïîëÿìè ñ÷èòàþòñÿ áëèæàéøèå ïî ãîðèçîíòàëè, âåðòèêàëè è äèàãîíàëè.
Ðåøåíèå.

Óâåëè÷èòü ÷èñëî ôèøåê íà äîñêå íà îäíó ìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà íîâàÿ ôèø-
êà ñòàâèòñÿ íà ïîëíîñòüþ ñâîáîäíîå ïîëå, ò.å. íà ïîëå, âñå ñîñåäíèå ïîëÿ êîòîðîãî
ñâîáîäíû îò ôèøåê.
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Âûäåëèì îäèí ãîðèçîíòàëüíûé ðÿä A1-H1, ñì. ðèñ. Ìû ìîæåì çàïîëíèòü ýòîò ðÿä
ôèøêàìè ñëåâà íàïðàâî. Äëÿ ýòîãî áóäåì ðàññòàâëÿòü ôèøêè ïî î÷åðåäè, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå. Íîìåðà â êðóæî÷êàõ óêàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûñòàâëåíèÿ
ôèøåê. Ïåðå÷åðêíóòûé íîìåð îçíà÷àåò ñíÿòèå ôèøêè ïðè âûñòàâëåíèè ñîñåäíåé.
Ïðè çàïîëíåíèè íèæíåãî ðÿäà êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ôèøêà ñíèìàåò ñ äîñêè ïðåäû-
äóùóþ, ïîýòîìó âûñòàâëåíèå ôèøêè ñ íå÷åòíûì íîìåðîì â ëèíèþ A1-H1 óäàëÿåò
ôèøêó ñ ïðåäûäóùèì ÷åòíûì íîìåðîì èç ðÿäà A2-H2. ×òîáû ïîñòàâèòü ôèøêó íà
ïîëå H1, ïîòðåáóåòñÿ ñíà÷àëà ïîñòàâèòü ôèøêó íîìåð 14 íà ïîëå H3, çàòåì ôèíêó
íîìåð 15 íà ïîëå H2, ñíÿâ ïðåäûäóùóþ. Îñòàåòñÿ ïîñòàâèòü ôèøêó íîìåð 16 íà
óãëîâîå ïîëå H1, ñíÿâ ôèøêó íîìåð 15 ñ äîñêè.
Äàëåå ìû ìîæåì àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì çàïîëíèòü âñå ãîðèçîíòàëüíûå ðÿäû äî
A6-H6. Ðÿäû A7-F7 è A8-F8 ïðèäåòñÿ çàïîëíÿòü èíà÷å, òàê êàê ñâåðõó íàä íèìè
íåäîñòàòî÷íî ñâîáîäíûõ ïîëåé. Ïîðÿäîê çàïîëíåíèÿ äâóõ âåðòèêàëüíûõ êëåòîê A7
è A8 ïîêàçàí íà âòîðîì ðèñóíêå. Äëÿ èõ çàïîëíåíèÿ íåîáõîäèìî äâàæäû íà÷àòü
ñ ïîëÿ C8. Ýòèì ñïîñîáîì ìû äîéäåì äî ïîëåé F7 è F8. Äàëüøå âïðàâî ïðîäâè-
íóòüñÿ íå ïîëó÷èòñÿ, ïîñêîëüêó íåò ñâîáîäíîãî ïîëÿ, êðîìå ïîëÿ H8. Ìû ìîæåì
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ïîñòàâèòü ôèøêó íà ýòî ïîëå, è, ïðè æåëàíèè çàïîëíèòü ïîëå G8, ñíÿâ ôèøêó ñ
ïîëÿ H8. Èòàê ìû ïîêàçàëè, êàê ìîæíî çàïîëíèòü äîñêó 61 ôèøêîé. Ñóùåñòâóþò
äðóãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññòàíîâîê è äðóãèå èòîãîâûå ðàññòàíîâêè 61 ôèøêè.

A B C D E F G H

1

2

3

4

5

7

6

8 61

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî 62 ôèøêè ðàññòàâèòü íåâîçìîæíî. Ïóñòü íà äîñêå ðàññòàâëå-
íà 61 ôèøêà. Òðè ñâîáîäíûõ ïîëÿ íå ïîçâîëÿþò âûäåëèòü èç íèõ îäíî, íå èìåþùåå
çàíÿòûõ ñîñåäíèõ ïîëåé. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñòîðîí ñâîáîäíîãî ïîëÿ, ê êîòîðûì
ìîæåò ïðèìûêàòü äðóãîå ñâîáîäíîå ïîëå - äâå, â óãëó äîñêè. Ïîýòîìó ìèíèìàëü-
íîå íåîáõîäèìîå ÷èñëî ñâîáîäíûõ ñîñåäåé - òðè, ñ ó÷åòîì äèàãîíàëüíîãî ñîñåäíåãî
ïîëÿ, ñì. ðèñóíîê.
Îòâåò. Ìîæíî ðàñïîëîæèòü íå áîëåå 61 ôèøêè.

2. f(x) è g(x) � êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ ñòàðøèé êîýôôèöèåíò
ðàâåí 1. Èçâåñòíî, ÷òî òðåõ÷ëåí h(x) = f(x) + g(x) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ,
è êàæäûé èç ýòèõ êîðíåé ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì óðàâíåíèÿ f(x) = g3(x) + g2(x).
Äîêàæèòå, ÷òî òðåõ÷ëåíû f(x) è g(x) ðàâíû.
Ðåøåíèå.

Ïóñòü x1 è x2 � êîðíè òðåõ÷ëåíà h(x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(x1) = −g(x1), f(x2) =
−g(x2). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

g3(x1) + g2(x1) + g(x1) = 0

g(x1)(g
2(x1) + g(x1) + 1) = 0

Çàìåòèì, ÷òî íè ïðè êàêèõ çíà÷åíÿõ g(x1) âûðàæåíèå g
2(x1)+g(x1)+1 íå îáðàòèòñÿ

â 0 (åãî ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê òðåõ÷ëåí ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì). Ïî-
ýòîìó ïðîèçâåäåíèå g(x1)(g

2(x1)+g(x1)+1) îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî ïðè g(x1) = 0.
Ïîýòîìó êîðåíü x1 � êîðåíü òðåõ÷ëåíà h(x) � îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì g(x), è,
ñëåäîâàòåëüíî, êîðíåì f(x). Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ âåðíû â îòíîøåíèè êîðíÿ
x2.
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Èòàê, êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû f(x) è g(x) èìåþò ïî äâà êîðíÿ, è èõ êîðíè ñîâïàäà-
þò. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 1, äåëàåì âûâîä, ÷òî òðåõ÷ëåíû
f(x) è g(x) ñîâïàäàþò. (Óòâåðæäåíèå î ñîâïàäåíèè òðåõ÷ëåíîâ ñ äâóìÿ îäèíàêî-
âûìè êîðíÿìè è îäèíàêîâûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì èç
øêîëüíîãî êóðñà, òàê êàê f(x) = 1 · (x− x1)(x− x2) = g(x).)

3. Áèññåêòðèñû óãëîâ A è C òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ âîêðóã íåãî
îêðóæíîñòü â òî÷êàõ E è D ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçîê DE ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB
è BC ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ F è G. Ïóñòü I � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðå-
óãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê BFIG � ðîìá.
Ðåøåíèå.

A

B

C

D

E

I

F
G

o

Äóãè BE è EC ðàâíû, òàê êàê íà íèõ îïèðàþòñÿ ðàâíûå óãëû ∠BAE è ∠EAC. Ïî-
ýòîìó ðàâíû óãëû ∠BDE è ∠EDC. Ïîëó÷èëè, ÷òî DE � áèññåêòðèñà óãëà ∠BDI.
Ïîýòîìó òî÷êè B è I ëåæàò íà ëó÷àõ DB è DI, ñèììåòðè÷íûõ äðóã äðóãó îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé DE. Àíàëîãè÷íî, òî÷êè B è I ëåæàò íà ëó÷àõ EB è EI, ñèììåòðè÷-
íûõ äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé DE. Ïîýòîìó òî÷êà B, êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷åé DB è EB, ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé DE, ïåðåõîäèò â òî÷êó ïå-
ðåñå÷åíèÿ îáðàçîâ ýòèõ ëó÷åé, ò.å. â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé DI è EI, ò.å. â òî÷êó
I. Èòàê, òî÷êè B è I ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé DE. Çíà÷èò, óãîë ∠BOE
� ïðÿìîé, è ðàâíû îòðåçêè BF = FI, BG = GI.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òî÷êè F è G ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BI, òàê
êàê ëó÷ BI ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà FBG, è îòðåçîê FG ïåðïåíäèêóëÿðåí áèñ-
ñåêòðèñå (èíûìè ñëîâàìè, òðåóãîëüíèê FBG � ðàâíîáåäðåííûé, òàê êàê áèññåê-
òðèñà óãëà ∠GBG ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé). Ïîýòîìó âñå îòðåçêè ðàâíû ìåæäó ñîáîé:
BF = FI = BG = GI.

4. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 47 ãîðîäîâ. Â êàæäîì ãîðîäå åñòü àâòîâîêçàë, èç êîòîðîãî õîäÿò
àâòîáóñû â äðóãèå ãîðîäà ñòðàíû è, âîçìîæíî, çà ãðàíèöó. Ïóòåøåñòâåííèê èçó÷èë
ðàñïèñàíèå è îïðåäåëèë äëÿ êàæäîãî ãîðîäà ÷èñëî âíóòðåííèõ àâòîáóñíûõ ëèíèé,
âûõîäÿùèõ èç íåãî. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ãîðîä Îçåðíûé, òî äëÿ
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êàæîãî èç îñòàëüíûõ 46 ãîðîäîâ ÷èñëî âíóòðåííèõ ëèíèé, âûõîäÿùèõ èç íåãî, îò-
ëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà ëèíèé, âûõîäÿùèõ èç äðóãèõ ãîðîäîâ. Íàéäèòå, ñî ñêîëüêèìè
ãîðîäàìè ñòðàíû èìååò ïðÿìîå àâòîáóñíîå ñîîáùåíèå ãîðîä Îçåðíûé.
×èñëî âíóòðåííèõ àâòîáóñíûõ ëèíèé äëÿ äàííîãî ãîðîäà � ýòî ÷èñëî ãîðîäîâ ñâî-

åé ñòðàíû, â êîòîðûå ìîæíî äîåõàòü èç äàííîãî ãîðîäà íà ïðÿìîì àâòîáóñå, áåç

ïåðåñàäîê. Ëèíèè ñèììåòðè÷íû: åñëè èç ãîðîäà A ìîæíî äîåõàòü äî ãîðîäà B, òî

è èç ãîðîäà B ìîæíî äîåõàòü äî ãîðîäà A.

Ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî âíåøíèå ëèíèèè íå ó÷èòûâàþòñÿ â ýòîé çàäà÷å.
Âñåãî ñóùåñòâóåò 47 âàðèàíòîâ ÷èñëà âíóòðåííèõ ëèíèé � îò 0 äî 46. Çàìåòèì, ÷òî
ñóùåñòâîâàíèå ãîðîäà ñ 46 ëèíèÿìè èñêëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ãîðîäà ñ 0 ëèíèÿìè
è íàîáîðîò.
Ïóñòü èìååòñÿ ãîðîä ñ 46 ëèíèÿìè. Òîãäà íàèìåíüøåå ÷èñëî ëèíèé, âûõîäÿùèõ èç
îäíîãî ãîðîäà - îäíà, è âñå ÷èñëà îò 1 äî 46 âñòðå÷àþòñÿ áåç ïðîïóñêîâ (ãîðîäîâ áåç
ó÷åòà ãîðîäà Îçåðíûé � 46). Ãîðîä, èç êîòîðîãî õîäèò îäèí àâòîáóñ, íå ìîæåò áûòü
ñâÿçàí ñ ãîðîäîì Îçåðíûé, òàê êàê åãî åäèíñòâåííàÿ ëèíèÿ äîëæíà ïðèâîäèòü â
ãîäîä ñ 46 ëèíèÿìè (èíà÷å òîìó íå íàéäåòñÿ 46-é ïàðû). Ìû îðãàíèçîâàëè ïàðó
1-46. Òàêæå ðàññìîòðèì ãîðîä ñ 45 ëèíèÿìè. Ïîñòàâèì åìó â ñîîòâåòñòâèå ãîðîä
ñ äâóìÿ ëèíèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî ãîðîä ñ äâóìÿ ëèíèÿìè íå ìîæåò áûòü ñâÿçàí ñ
Îçåðíûì. Ðàññóæäàÿ òàê æå äàëüøå, ìû îðãàíèçóåì ïàðû 3-44, 4-43 è ò.ä, äî ïàðû
23-24. Ãîðîä ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ëèíèé â êàæäîé ïàðå íå ñâÿçàí ñ ãîðîäîì Îçåðíûé.
Çàìåòèì, ÷òî ãîðîä Îçåðíûé íå âõîäèò â ýòè ïàðû, òàê êàê äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
áîëüøåãî ÷èñëà ëèíèé â êàæäîé ïàðå íåîáõîäèìà ñâÿçü ñ ãîðîäîì Îçåðíûé. Èòàê,
âñå ãîðîäà ðàçáèòû íà ïàðû, êàæäîå ÷èñëî ëèíèé îò 1 äî 46 âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí
ðàç. Ïîñêîëüêó â êàæäîé ïàðå ðîâíî îäèí ãîðîä ñâÿçàí ñ Îçåðíûì, òî ãîðîä Îçåð-
íûé ñâÿçàí ñ 23 ãîðîäàìè, ïî ÷èñëó ïàð.
Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíèé - 45. Çíà÷èò, èìååòñÿ ãîðîä ñ 0 ëèíèÿìè (èç íåãî
àâòîáóñû õîäÿò òîëüêî çà ãðàíèöó), è âñå ÷èñëà îò 0 äî 45 âñòðå÷àþòñÿ áåç ïðîïóñ-
êîâ (ãîðîäîâ áåç ó÷åòà ãîðîäà Îçåðíûé � 46). Ñíîâà ñîñòàâèì ïàðû 0-45, 1-44 è ò.ä.
äî 22-23. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, â ïàðå 0-45 ïåðâûé ãîðîä íå ñâÿçàí ñ
Îçåðíûì, à âòîðîé - ñâÿçàí (èíà÷å èç íåãî íå ïîëó÷èòü 45 ëèíèé). Â ïàðå 1-44 ãîðîä
ñ îäíîé ëèíèåé íå ñâÿçàí ñ Îçåðíûì (åãî ñâÿçü çàíÿòà íà ëèíèþ â ãîðîä ñ 44 ëèíè-
ÿìè), à ãîðîä ñ 44 ëèíèÿìè ñâÿçàí ñ Îçåðíûì, ÷òîáû íàáðàòü íóæíîå ÷èñëî ëèíèé.
Äàëåå, â ïàðå 2-43 ãîðîä ñ äâóìÿ ëèíèÿìè íå ñâÿçàí ñ Îçåðíûì (åãî ñâÿçü çàíÿòà íà
ëèíèè â ãîðîäà ñ 44 è 43 ëèíèÿìè), à ãîðîä ñ 43 ëèíèÿìè ñâÿçàí ñ Îçåðíûì, ÷òîáû
íàáðàòü íóæíîå ÷èñëî ëèíèé. Ïîëó÷èëè 23 ïàðû. Ãîðîä Îçåðíûé ñâÿçàí ðîâíî ñ
îäíèì ãîðîäîì â êàæäîé ïàðå, ïîýòîìó îí ñâÿçàí ñ 23 ãîðîäàìè.
Îòâåò. Îçåðíûé ñâÿçàí ñ 23 ãîðîäàìè.

5. Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n ≥ 2, ÷òî 20n + 19n äåëèòñÿ íà
20n−2 + 19n−2.
Ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

20n + 19n − 192 · (20n−2 + 19n−2)

Ïî óñëîâèþ, îíî äåëèòñÿ íà 20n−2 + 19n−2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

20n + 19n − 192 · (20n−2 + 19n−2) = 20n−2(202 − 192) = 20n−2 · 39
Çàìåòèì, ÷òî 20n−2 è 20n−2 + 19n−2 âçàèìíî ïðîñòû, ò.ê. íè îäèí ïðîñòîé äåëèòåëü
20n−2 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 19n−2, è âûðàæåíèÿ 20n−2 è 20n−2 + 19n−2 íå èìåþò
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îáùèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Ïîýòîìó â ïðîèçâåäåíèè 20n−2 · 39 òîëüêî âòîðîé ìíî-
æèòåëü ìîæåò äåëèòüñÿ íà 20n−2 + 19n−2. Ïðè n − 2 > 1 âûðàæåíèå 20n−2 + 19n−2

ïðåâîñõîäèò 39, ïîýòîìó íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ åãî äåëèòåëåì. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ïîä-
ñòàíîâêîé n = 2, 3.
Ïðè n = 2 200 +190 = 2, íå÷åòíîå ÷èñëî 202 +192 = 761 íå äåëèòñÿ íà 2. Ïðè n = 3
201 + 191 = 39, 203 + 193 = 39 · (202 − 20 · 19 + 192) äåëèòñÿ íà 201 + 191 = 39.
Îòâåò. n = 3.
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Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2019-2020 ó÷.ãîä

11 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Êàêîâà íàèáîëüøàÿ äëèíà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
a1, a2, . . . , an ñ ðàçíîñòüþ 2, â êîòîðîé ïðè âñåõ k = 1, 2 . . . , n âñå ÷èñëà a2k + 1
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè?
Ðåøåíèå.

Âñå ÷ëåíû ïðîãðåññèè äîëæíû áûòü ÷åòíûìè ÷èñëàìè. Ðàññìîòðèì îñòàòêè îò äåëå-
íèÿ íà 5. Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà 2, òî â ïðîãðåññèè
áóäóò âñòðå÷àòüñÿ âñå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 5, â ïîðÿäêå
. . . 2, 4, 1, 3, 0, 2, 4, 1, 3, 0, . . .. Çíà÷èò, ñðåäè ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè âñòðåòÿòñÿ ÷èñëà âèäà
ak = 5t + 2 è ak = 5t + 3 (t � íàòóðàëüíîå). Äëÿ ýòèõ ÷èñåë âû÷èñëÿåì a2k + 1 =
25t2+20t+5 è a2k +1 = 25t2+30t+10. Ïîëó÷èëè, ÷òî óêàçàííûå ÷ëåíû ïðîãðåññèè
ak = 5t + 2 è ak = 5t + 3 äàþò âûðàæåíèÿ a2k + 1, êîòðûå äåëÿòñÿ íà 5 è íå ÿâëÿ-
þòñÿ ïðîñòûìè. Ìàêñèìàëüíî äëèííûé íàáîð ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè,
íå ñîäåðæàùèé ÷èñåë âèäà ak = 5t + 2 è ak = 5t + 3, ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë. Ïî-
ýòîìó íóæíûõ íàì ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè, èäóùèõ ïîäðÿä, ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ.
Åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òðåõ ÷èñåë �
âêëþ÷èòü â a2k + 1 ÷èñëî 5. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëà 2, 4, 6 îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ è äàþò ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë 5, 17, 37.
Îòâåò. n = 3.

2. Äàíû 2019 ìíîãî÷ëåíîâ 2018-é ñòåïåíè, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå èìåþò îáùèõ
êîðíåé. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ èìååò îáùèé êîðåíü ñ ñóììîé
2018 îñòàëüíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ýòèõ 2019 ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíà íóëþ.
Ðåøåíèå.

Ïóñòü P1(x), P2(x), P3(x), . . . , P2019(x) � äàííûå ìíîãî÷ëåíû, H(x) = P1(x)+P2(x)+
P3(x) + . . .+ P2019(x) � èõ ñóììà. Îòìåòèì, ÷òî H(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå
2018. Ïóñòü x1 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P1(x), ýòîò êîðåíü íå ñîâïàäàåò ñ êîðíÿìè
äðóãèõ ìíîãî÷ëåíîâ P2(x), P3(x), . . . , P2019(x). Ïî óñëîâèþ, x1 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
P2(x) + P3(x) + . . .+ P2019(x), ò.å.

P1(x1) + (P2(x1) + P3(x1) + . . .+ P2019(x1)) = 0

Çíà÷èò, H(x1) = 0. Àíàëîãè÷íî âèäèì, ÷òî H(x2) = 0, H(x3) = 0, . . . , H(x2019) = 0,
ãäå x2, x3, . . . , x2019 � êîðíè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ, è îíè íå ðàâíû ìåæäó
ñîáîé.
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ìíîãî÷ëåí 2018-é ñòåïåíè (èëè ìåíüøåé)H(x) îáðàùàåòñÿ â íîëü
â 2019 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ìíîãî÷ëåí òîæäåñòâåííî ðàâåí 0.

3. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, òàê, ÷òî âñå åãî âåðøè-
íû íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ êëåòîê, è íè îäíà èç åãî ñòîðîí íå èäåò ïî ãîðèçîíòàëè
èëè âåðòèêàëè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ ëèíèé ñåòêè,
çàêëþ÷åííûõ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà, ðàâíà ñóììå äëèí ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ
ëèíèé ñåòêè, çàêëþ÷åííûõ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà.
Ðåøåíèå.
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Äîêàæåì, ÷òî ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå äëèí ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåç-
êîâ ëèíèé ñåòêè, çàêëþ÷åííûõ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà. Ïóñòü äëèíû ñîîòâåñòâóþ-
ùèõ ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ ðàâíû a1, a2, . . . , an−1, an. Ìíîãîóãîëüíèê ðàçáèâà-
åòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè îòðåçêàìè ñåòêè íà äâà òðåóãîëüíèêà è íà n − 1 òðàïåöèþ.
Âûñîòà êàæäîé òàêîé ôèãóðû ðàâíà 1 (ñòîðîíå êëåòêè). Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ

S0 =
a1
2
è Sn =

an
2
. Ïëîùàäü îäíîé òðàïåöèè ðàâíà Si =

ai + ai+1

2
, i = 1, 2, . . . , n−1.

Ïëîùàäü âñåãî ìíîãîóãîëüíèêà

S = S0 + S1 + S2 + . . .+ Si + . . .+ Sn−1 + Sn =

=
a1
2

+
a1 + a2

2
+

a2 + a3
2

+ . . .+
ai + ai+1

2
+

ai+1 + ai+2

2
. . .+

an−1 + an
2

+
an
2

=

= a1 + a2 + . . .+ ai + . . .+ an

Àíàëîãè÷íî, ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå äëèí âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ
ëèíèé ñåòêè. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè ïðî âåðòèêàëüíûå îò-
ðåçêè. Çíà÷èò, óêàçàííûå â óñëîâèè ñóììû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

4. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí âîêðóã îêðóæíîñòè ω. P, Q, R, S � òî÷êè êàñàíèÿ
ýòîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè AB, BC, CD, DA ñîîòâåòñòâåííî. Â òðåóãîëüíèêè
APS, BPQ, CQR, DRS âïèñàíû îêðóæíîñòè. Öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé îáîçíà÷å-
íû X, Y, Z, V ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà XY ZV
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ðåøåíèå.

P

Q

R

S

A

B

C

D

O

X

Y

Z

V

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê APS è òî÷êó X1 - ñåðåäèíó äóãè PS îêðóæíîñòè ω (íà
ðèñóíêå íå ïîêàçàíà, ìû ñåé÷àñ äîêàæåì, ÷òî îíà ñîâïàäåò ñ òî÷êîé X). Äîêà-
æåì, ÷òî òî÷êà X1 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé X. Çàìåòèì, ÷òî óãîë ìåæäó õîðäîé X1P
è êàñàòåëüíîé AP ðàâåí âïèñàííîìó óãëó ∠PSX1, îïèðàþùåìóñÿ íà ýòó õîðäó.
Òàê êàê X1 � ñåðåäèíà äóãè PS, òî óãîë ∠PSX1 ðàâåí óãëó ∠SPX1. Ïîýòîìó ëó÷
PX1 � áèññåêòðèñà óãëà ∠APS. Òàê æå ïîëó÷àåì, ÷òî ëó÷ SX1 � áèññåêòðèñà óãëà
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∠ASP . Ïîýòîìó òî÷êà X1 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà APS,
çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé X. Àíàëîãè÷íî, îñòàëüíûå öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíî-
ñòåé Y, Z, V ëåæàò íà ñåðåäèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã.
Ïóñòü äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà XY ZV ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Çàìåòèì, ÷òî
ñóììà äóã SP, PQ,QR,RS äàåò äëèíó îêðóæíîñòè, à ñóììà ïîëîâèíîê ýòèõ äóã
PX,PY,RZ,RV äàåò ïîëîâèíó äëèíû îóðóæíîñòè. Ïî èçâåñòíîìó ôàêòó, âåëè÷è-
íà óãëà ∠XOY ðàâíà ïîëóñóììå äóã XY è ZV , ò.å. ïîëîâèíå îò ïîëîâèíû óãëîâîé
âåëè÷èíû îêðóæíîñòè, ò.å 90◦.

5. Êàæäûé çðèòåëü ñïåêòàêëÿ, êóïèâøèé áèëåò â ïåðâûé ðÿä, çàíÿë îäíî èç ìåñò â
ïåðâîì ðÿäó. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ìåñòà â ïåðâîì ðÿäó çàíÿòû, íî êàæäûé çðèòåëü
ñèäèò íå íà ñâîåì ìåñòå. Áèëåòåð ìîæåò ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâóõ ñîñåäåé, åñëè îáà
ñèäÿò íå íà ñâîèõ ìåñòàõ. Ñìîæåò ëè îí ðàññàäèòü âñåõ çðèòåëåé ïåðâîãî ðÿäà íà
ñâîè ìåñòà ïðè ëþáîé óêàçàííîé ïåðâîíà÷àëüíîé ðàññàäêå?
Ðåøåíèå.

Çàíóìåðóåì ìåñòà â ïåðâîì ðÿäó ñëåâà íàïðàâî îò 1 äî n, è çàíóìåðóåì çðèòåëåé
íîìåðàìè èõ ïðàâèëüíûõ ìåñò (íàïèñàííûìè íà áèëåòàõ). Áóäåì äâèãàòü çðèòåëÿ
ñ íîìåðîì N âïðàâî. Åñëè íàì óäàñòñÿ ïåðåñàäèòü çðèòåëÿ N íà ñâîå ìåñòî, òî
çàäà÷à áóäåò ðåøåíà, òàê êàê òåì æå ñïîñîáîì ìû ïîòîì ïåðåñàäèì çðèòåëÿ íîìåð
N − 1 íà ñâîå ìåñòî è ò.ä.
Ïåðåñàæèâàåì çðèòåëÿ N âïðàâî, ìåíÿÿ åãî ñ ñîñåäîì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè óñëî-
âèè, ÷òî íà ìåñòå ñ íîìåðîì k+1 íå ñèäèò çðèòåëü K (ãäå-òî ñïðàâà îò íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ N). Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ íåïîäõîäÿùàÿ íàì ðàññàäêà "ñòóïåíüêîé" ìî-
æåò áûòü äëèííåå, ÷åì â îäíî ìåñòî. Ïîêàæåì, êàê íåîáõîäèìî äåéñòâîâàòü â ýòîì
ñëó÷àå.
Èòàê, ïóñòü íà ìåñòå ñ íîìåðîì k + 1 ñèäèò çðèòåëü K, íà ìåñòå ñ íîìåðîì k + 2
ñèäèò çðèòåëü K + 1 è òàê äàëåå, äî ìåñòà ñ íîìåðîì k + j, íà êîòîðîì ñèäèò çðè-
òåëü K + J − 1, ïðè ýòîì äàëüøå "ñòóïåíüêà" íå ïðîäîëæàåòñÿ (J � ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîå ÷èñëî äëÿ äàííîãî K). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ïåðâûé ñëó÷àé, k + j < n, ò.å. "ñòóïåíüêà" íå äîõîäèò äî ïðàâîãî êðàÿ ðÿäà. Â
ýòîì ñëó÷àå ñïðàâà îò "ñòóïåíüêè" íà ìåñòå k + j + 1 ñèäèò çðèòåëü P , íîìåð êî-
òîðîãî íå ñîâïàäàåò ñî çðèòåëÿìè, îáðàçóþøèìè "ñòóïåíüêó" ò.å. P ̸= K + J, P ̸=
K + J − 1, . . . P ̸= K + 1. Ïîýòîìó çðèòåëÿ P ìîæíî ïåðåìåñòèòü íàëåâî äî òåõ
ïîð, ïîêà îí íå ïîìåíÿåòñÿ ìåñòàìè ñî çðèòåëåì N . Ïîñëå ýòîãî çðèòåëÿ N ìîæíî
ïåðåñàäèòü âïðàâî äî êîíöà ñòóïåíüêè, íà ìåñòî k + j + 1. Ïðè ýòîì âñå çðèòåëè
K, . . . ,K + J − 1 ñíà÷àëà ñäâèíóòñÿ íà îäíî ìåñòî âïðàâî, à çàòåì âåðíóòñÿ íà ñâîè
ìåñòà, à N è P ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Èòàê, çðèòåëÿ N ìîæíî ïåðåñàäèòü ÷åðåç
"ñòóïåíüêó".
Âòîðîé ñëó÷àé, k + j = n, ò.å. "ñòóïåíüêà" äîõîäèò äî ïðàâîãî êðàÿ ðÿäà, è ñàìûì
ïðàâûì áóäåò çðèòåëü N − 1. Â ýòîì ñëó÷àå âñå çðèòåëè, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà K, ðàñ-
ñàæèâàþòñÿ íà ñâîè ìåñòà, ïîïàðíî ìåíÿÿñü ìåñòàìè, âïëîòü äî çðèòåëÿ N .
Èòàê, äåéñòâóÿ ïî óêàçàííîìó ïðàâèëó, ìîæíî ðàññàäèòü âñåõ çðèòåëåé, íà÷èíàÿ ñ
íîìåðà N è äàëåå ïî óáûâàíèþ.
Îòâåò. Äà, áèëåòåð ñìîæåò ðàññàäèòü âñåõ çðèòåëåé.
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